函数的值域与最值
一、教学任务分析：


进入高三综合复习阶段，主要以专题的形式对中学数学重点与主干知识进行较全面的归纳与总结，引导并帮助学生完善认知结构，构建完整的知识体系是教学的重点之一。

函数的值域与最值问题作为函数这一主干知识的一个重要组成部分，涉及了函数、方程、不等式、解析几何等多方面知识，是函数部分的一类常见又具有相当综合性和灵活性的问题。在高一至高三上期，分散地学习了求函数值域与最值的相关方法：平均值定理、换元法、方程思想、数形结合法、导数法等，这些方法贯穿了函数方程、等价转化、数形结合等数学思想，问题解决会运用到参数法、换元法、消元法、数形结合法等数学方法，只有对求解这类带有相当综合性及灵活性的问题的思想方法进一步全面整合，才能让学生全面认识并得到巩固、熟练和深化，进而培养其提高逻辑思维能力及其分析问题和灵活综合运用数学知识解决问题的能力。

本节课是以1999年高考题一道填空题（设
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均为正数，且
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取值范围）为载体，通过师生合作探究，老师的质疑和定向引导下，让学生对函数的值域（或最值）解题的思想方法进行全面的梳理与整合，达到全面认识、整体把握、灵活运用的目的。
本节课突出教师主导，借助质疑给学生以思考空间，让同学们讨论、交流，思维互补，增强学生的探索欲望，使学生更好的发挥潜能成为学习的主人，成为知识的探索者和创造者。
二、教学目标预设。
1．知识与技能：理解掌握函数的有关概念和性质，构建完善函数值域求解方法的知识网络体系，进一步理解掌握函数方程思想、数形结合思想、化归转化思想、分类与整合思想。熟练掌握导数在研究函数极值中的重要作用。让学生会对问题进行分析、化归转化，培养学生的逻辑思维能力和灵活与综合运用知识解决问题的能力，构建较完整的知识方法体系。

2．过程与方法：以实例为载体，组织学生对解决问题的策略进行分析探究，从特殊到一般归纳求函数值域的基本思想方法与策略；在教学中以函数的值域为基点和结点，通过讨论、分析与归纳形成知识结构与网络体系。 

3．情感态度与价值观：培养学生学习的主动性和积极性，培养学生主动探索和勇于实践的精神，帮助学生养成严谨治学的态度和勤于思考规范表达的学习习惯。同时让学生感受数学的和谐美。
三、教学重点、难点

重点：函数值域与最值的常用求解方法，函数方程思想、数形结合思想、化归转化思想

难点：二元最值问题的化归与转化——条件的演化与创设——解题方法与策略的选择，知识与方法的内在关系。

四、教学方法：问题讨论式　启发式

五、教学媒体选择。
本节课选取了计算机以及实物投影仪为辅助工具，计算机用来展示题目（变式前和后）和规范的解题过程，实物展示台来展示学生在课堂上的解题过程。
六、教学设计与分析。
	问题
	设计意图
	师生活动

	1、函数的值域（或最值）有哪些求解方法？
	　　回顾知识，检查所学知识掌握情况，明确本节课的主题，为后继教学作铺垫
	学生回顾、回答，教师补充完善

	2、出示例题，提出问题
	以例题为载体，让学生思考尝试求解，激发学生的求知欲，让学生主动参与到问题解决中去，同时通过巡视了解学生情况，为教学过程的收放与调控作准备
	学生尝试，教师巡视，了解学生现有知识状况，展示部分学生的解题过程

	3、中学阶段，我们对一元函数的值域与最值的求解比较熟悉，而本题含有两个变量，我们是否可以将二元化为一元处理呢？ 
	体现化归转化思想在问题解决的重要作用，让学生遇到新问题时，能充分联系已有的知识与经验，将未知问题向已知或熟悉的问题转化
	教师分析a，b间的对应关系，得出用a表示b代入消元转化，然后由学生完成求解过程。

	4、通过上述解法，条件变形为
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，而
[image: image7.wmf]3

abab

=++

，据此，同学们是否有新的问题解决方法呢？
	　　通过变形，引出利用均值不等式求二元最值，并突出均值定理的应用前提条件，掌握均值定理，同时培养学生思维的严谨性与灵活性。
	　　教师铺垫，引导学生发现问题，让学生尝试解决问题。展示学生的成果，演示示范并点评。

	5、从变换后的条件
[image: image8.wmf](1)(1)4
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着眼，这与同角三角函数的基本关系中哪一个有联系？你可以进行怎样的处理问题呢？
	　　联想发散，引出换元，突出换元法在化归转化中的作用，同时让学生体会知识之间的相互联系，提高应用知识的灵活性。
	　　引导学生定向思考，分析解决问题。教师展示、点评成果，强调换元的等价性。

	6、在上述解法中，若按三角函数式变换的常用方法将切化为弦，你能求解吗？
	　　利用已知函数的性质是求解函数值域的重要方法。
	　　学生自主作业，给出解过程。

	7、重新审视问题会发现，条件有a+b和ab，结果只需求ab的范围，若能实现将和转化到积，或许通过解方程或不等式可得。你能将和化为积吗？
	　　打破思维定势，寻找已知与未知的结合点，让学生在解题策略分析时能条件与结论兼顾。
	　　学生自主作业，给出解过程。

	8、约束条件
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是一个二元方程，它对应于坐标平面内的一条曲线，若令
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，则有
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，这不正与线性规划问题相似吗？在这个层面上，你怎样求解呢？
	　　数形总是相辅相成的，让学生在解决问题时能将数与形有机的结合，利用函数的图象或方程的曲线数形结合求解，以熟练掌握数形结合思想方法。
	　　教师点拨，学生参与操作，而后由教师展示规范的解题过程，学生对比矫正。

	9、由上述解法，从方程的角度，问题转化为方程组
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有正数解时，求参数
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的取值范围，请同学试试看。
	　　值域的求解中，学生从参考书中接触判别式法的机会较多，但对本质感悟不够，其实是方程思想的应用，而函数与方程密切相关，让学生领会方程思想，并会用这一思想求解简单的问题。
	　　学生作业，教师讲解函数方程思想的内涵。

	10、质疑引伸。从前面分析求解中我们看到当且仅当
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最小，若题目条件中再追加上
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，还能照搬上述解法吗？若不行，关健在哪里？又怎样较简便地处理呢？
	　　函数的值域与最值的求解，学生常忽视定义域与等号取得的条件，设问质疑一是强化学生对定义域的重要性的认识，二是让学生联系并使用导数这一最简便的工具，并熟练掌握利用导数研究函数的基本步骤。
	　　师生共同探讨、探究，教师择要讲解与点评，展示学生的解题过程，教师规范示范。

	11、小结：求函数的值域有哪些常用思想方法？求解这类问题的关健在何处？解题的步骤能规范表达吗？
	　　反思总结，完善认知结构，构建知识体系。同时让学生学会反思总结，提高综合运用知识的能力。
	　　由学生回顾并整理，教师投影展示。

	12、练习与作业
	　　用同类题型作为练习与作业，让学生进一步尝试以达到巩固、深化和提高的目的，让学生在全面理解的基础上，最终有选择地熟练掌握适合自身思维习惯的思想方法。
	

	板书设计
	课题
1、例题　　　　　　　　　　　　3、小结

2、问题分析　　　　　　　　　　4、作业


附：《函数的值域与最值》教案
函数的值域与最值

四川省南江中学　　荣　刚

教学目标

1．知识与技能：理解掌握函数的有关概念和性质，构建完善函数值域求解方法的知识网络体系，进一步理解掌握函数方程思想、数形结合思想、化归转化思想、分类与整合思想。熟练掌握导数在研究函数极值中的重要作用。让学生会对问题进行分析、化归转化，培养学生的逻辑思维能力和灵活与综合运用知识解决问题的能力，构建较完整的知识方法体系。
2．过程与方法：以实例为载体，组织学生对解决问题的策略进行分析探究，从特殊到一般归纳求函数值域的基本思想方法与策略；在教学中以函数的值域为基点和结点，通过讨论、分析与归纳形成知识结构与网络体系。 

3．情感态度与价值观：培养学生学习的主动性和积极性，培养学生主动探索和勇于实践的精神，帮助学生养成严谨治学的态度和勤于思考规范表达的学习习惯。同时让学生感受数学的和谐美。
教学重点

函数值域与最值的常用求解方法，函数方程思想、数形结合思想、化归转化思想

教学难点

二元最值问题的化归与转化——条件的演化与创设——解题方法与策略的选择，知识与方法的内在关系

教学方法：问题讨论式　启发式

课型：复习课
教学媒体：计算机　投影仪　视频展示台

课时：1课时

授课年级：高三年级
教学过程

一、复习引入

前面复习了函数的概念并全面探讨了函数的定义域和函数的解析式的求法，而函数的值域是函数三个要素中的一个，虽然它可由函数的定义域与对应关系唯一确定，那么在具体问题中我们怎样选择合理的方法去得到函数的值域呢？从高一到高三我们陆续地学习了函数值域的一些基本求解方法，今天我们一起来通过对具体问题的分析解决系统复习一下这些知识与思想方法。

先请同学们想一想：我们都学过了那些求函数值域的方法，每种方法的理论依据和关键点又在哪里？

归纳：主要方法有：利用函数的性质，特别是函数的单调性，其关键在于论断函数在定义域内的各区间上的单调性，而单调性的研究又常借助于导数；利用均值定理，其关键在于将条件变形成定和（或定积）的形式以及秸成立的条件；利用数形结合，其关键是赋于表达式以明确的几何意义并描绘出相应的图形或函数的图象或方程的曲线，研究形的特征，以形辅数；利用换元法，即分析解析式的结构进行合理的变量替换，其关键在于新变量的取值范围的确定；利用方程思想，即通过研究方程在函数定义域有解的条件得出函数的值域，其关键是找出根的分布条件。每种方法的应用都必须考虑函数的定义域以保证问题转化的等价性，若是求最值还要指出取得最值的条件。

有了上面的充分准备，下面我们一起去进行一次大胆地尝试和体验。

二、例题解析

例  设
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、
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取值范围。（1999年全国高考题）

思路分析：条件等式和待求值的式子中均含有两个不同的变量，而中学阶段常见的函数只含一个自变量，从未知元的角度，将多元问题借助消元法化归为一元问题是最常规的解题策略。由条件等式知，任取一个正数
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则可利用代入消元达到化归的目的，于是有： 

解法一　由
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反思变通：由解法一有：
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解法二　由
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于是有：
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反思联想：从变换后的条件
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着眼，这与同角三角函数的基本关系中哪一个有联系？你又可以进行怎样的处理呢？

联想同角三角基本公式，可通过正切代换引参消元，于是有： 

解法三  由
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求同存异：由三角变换的基本公式，若切化弦，则可由正弦的有界性得出结论。

解法四　由解法三，有：
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当且仅当
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变换视角：从已知条件与待解决的问题间的联系与差异分析，条件等式
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的范围，若能实现由和到积的转化，或许通过解方程或不等式可得。你能将和化为积吗？

解法五　由
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转变观点：若令
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。从方程的曲线出发，可将问题归结为动直线与曲线
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的取值范围。或数形结合求解，或直接从研究方程组有正数解入手解答。于是有：

解法六　令
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方程①的曲线为一条动直线，方程②的曲线是
双曲线的一支（如图1），于是问题化为直线与双曲
线有公共点时求
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代②入①得：
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解法七　令
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∴　
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解法八　由解六有
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 ⑤。当点P运动时，连线PA夹在射线
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均过点A且
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 与抛物线相切（如图2）。
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设疑引伸：纵观上述8种解法，关键点有两个：一是以怎样的数学思想观点审视问题，即赋予问题以具体而明确的数学意义；二是围绕赋予的数学意义对解析式（条件等式与待求值的式子）进行适当变形。从问题本身讲，最终结论是否正确还需考查等号成立的条件，这也是求函数值域或求变量的取值范围问题中一个重要而又易被忽视的环节。那么，在原题的条件下再附加一个条件
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稍做对比分析不难发现，由于原来等号成立的条件是
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　综上所述，若
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三．课堂小结：

1、求函数的值域（或最值）的常用思想方法有：利用均值不等式，利用已知函数的图象与性质，数形结合法，方程思想，换元法，利用导数等。

2、函数的值域（或最值）问题的求解应抓住以下几点： 

（1）基本方法及其适用的关键条件，即各方法中所蕴含的具有典型特征的结构式及其相应的数学意义，解题时常以此为突破口对已知条件向指定结构进行变形化归，并适时联系相关的数学公式，创设必备的条件。

（2）明确等号成立的数学意义——由等号成立的条件得到的关于自变量的方程（组）在已知条件下有解。若是一元函数则为方程的解至少有一个在函数的定义域内。

（3）在使用换元法进行化归转化时，必须由已知条件准确求出新的未知元的允许取值范围保证转化的等价性，即使用函数思想解题时优先考虑定义域。

（4）以导数为工具研究函数的单调性，由单调性求函数的值域（最值）最重要的、适用范围最广的基本方法，是近年高考命题的重点和热点，应重点掌握利用导数求函数的值域和最值的方法步骤。

四．练习与作业：

1．已知正数
[image: image168.wmf],
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满足
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，求：（1）
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的取值范围；（2）
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的取值范围；（3）
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取值范围。

2．已知正数
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的最小值。

3．已知
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是两个锐角，且
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的取值范围；（2）
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的取值范围。　　
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