错解真的错了吗

——对《一道选择题的释疑》的质疑

四川省南江中学　　荣　刚

摘　要：数学问题的结论与条件有着直接关系，解决问题的方法也不尽相同，但不同的方法导出的结论应该是唯一的。当在同一条件下从不同的角度，用不同的方法进行正确推理得出互相矛盾的结果时，往往是因为题目条件之间的矛盾或条件的不充分性所造成。研究探寻条件之间的内在关系与条件的充分性，更能揭示问题与矛盾产生的根源，从而达到真正纠错的目的。本文就一道选择题的错误进行辨析与纠正。

主题词：辨析条件　研究关系　发现矛盾　揭示本质　纠正错误　

正　文：

《中学数学教学参考》2001年第10期登载了桑玉平老师的文章《一道选择题的释疑》（以下简称文［1］），文中对一道选择题的两种解答进行了剖析，指出了解题过程的合理性和“错解”产生的根源——忽视了“
[image: image1.wmf])

(

x

f

是定义在R上的奇函数”的这一条件，并利用函数的概念与性质，结合函数的图象予以分析论证。文［1］所说的“错解”真的错了吗？本文拟通过辨析并阐明错误产生的真正原因，并与同行进行商榷。

为便于分析探讨，先将文［1］的题目及解答摘录于下。

题目：已知函数
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解法1（文［1］中称为错解）

因为
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解法2（文［1］中称为正确解法）

因为
[image: image20.wmf])

(

x

f

对于任意
[image: image21.wmf]R

x

Î

，有
[image: image22.wmf])

(

1

)

(

1

)

1

(

x

f

x

f

x

f

+

-

=

+

，所以：


[image: image23.wmf])

(

1

1

)

1

(

1

)

1

(

1

)

2

(

)

(

1

)

(

1

)

(

1

)

(

1

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

=

+

-

=

+

+

+

-

=

+

+

-

+

-

 

∴　
[image: image24.wmf])

5

.

0

(

)

5

.

1

(

)

5

.

3

(

)

5

.

5

(

-

=

=

=

f

f

f

f


又∵　
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是在R上的奇函数，且当0＜x≤1时，
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以上两种解法的推理过程，均是借助题目条件和函数的相关概念而获得，所不同的是，前者未使用函数是R上的奇函数这一条件，从逻辑学上讲，数学问题的求解得出的结论的准确性和可靠性，主要取决于所使用的知识、思想与方法的正确性和合理性以及逻辑推理的准确性，题目条件是否都得到充分利用不是产生错误的根本因素。而以上两种解法是求解函数值的常用方法，从逻辑推理上分析均没有任何问题和错误，因而都应该是正确的。文［1］抓住 “错解”未利用条件“函数
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是R上的奇函数”来判定解法的正确性，并指出“
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作为文中例题的解是既不充分也不必要条件”的论断是不正确的。事实上，文［1］在分析过程中所推演出的函数解析式与两种方法描绘出的函数图象均正确，从其推理过程本身就已经产生了矛盾。其一是：由
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是R上的奇函数得
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，三者互相矛盾。其二是两个函数的图

象互不相同，且图2本身是不正确的，产生了与函数定义相矛盾的结果。错误在于：一是图2中函数图象不过原点，这表明函数在
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时，一个自变量x对应了值不为0的互为相反数的两个值，这均与函数定义不符。因而文［1］作出的论断本身是错误的。

两种解法得到了互相矛盾的结果及文［1］所描绘的同一个函数的两个截然不同的图象这种相互矛盾的结论产生的根源究竟在哪里呢？

先来分析题目的三个条件在解题过程中所起的作用。对于条件“当0＜x≤1时，
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上任一x相应的函数值，但自变量取5.5时，不能使用该条件求值，因此需借助函数所具有的性质实施化归与转化，找出区间
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”在解题过程中所起的作用，文［1］中两种解法的得出及文［1］的作者在推导函数在R上的解析式时，也正是利用了上述条件的作用。事实上，只要使用条件“
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实现保持函数值不变让自变量从5.5到区间
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条件“当0＜x≤1时，
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以2为周期”之间没有相互矛盾，即既是奇（偶）函数又是周期函数的函数是存在的，如三角函数。但命

题“任意
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以2为周期”并不等价，解题过程中不能忽视分式
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”并不兼容，因而同时满足本题中三个条件的函数并不存在，故错误的根源在于题目的条件本身的互相矛盾，属于错题。

现从以下几个角度指出题目条件矛盾所在和错误之处。

首先，由条件“任意
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恒有意义。但由条件“当0＜x≤1时，
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 ①，又由“当0＜x≤1时，
[image: image75.wmf]x

x

f

2

)

(

=

”得
[image: image76.wmf]1

)

5

.

0

(

=

f

，于是由“
[image: image77.wmf])

(

x

f

是奇函数”得
[image: image78.wmf]1

)

5

.

0

(

-

=

-

f

，

但此时①式的分母为0，说明
[image: image79.wmf])

5

.

0

(

f

无意义。由此表明，条件“任意
[image: image80.wmf]R

x

Î

，有
[image: image81.wmf]=

+

)

1

(

x

f



[image: image82.wmf])

(

1

)

(

1

x

f

x

f

+

-

”和“
[image: image83.wmf])

(

x

f

定义在
[image: image84.wmf])

,

(

+¥

-¥

上的奇函数”与条件“当0＜x≤1时，
[image: image85.wmf]x

x

f

2

)

(

=

”三者是互斥的。

其次，由“任意
[image: image86.wmf]R

x

Î

，有
[image: image87.wmf])

(

1

)

(

1

)

1

(

x

f

x

f

x

f

+

-

=

+

”可推得，
[image: image88.wmf])

(

x

f

是以2为周期的周期函数，于是有
[image: image89.wmf])

1

(

)

1

2

(

)

1

(

-

=

-

=

f

f

f

 ②，又由“
[image: image90.wmf])

(

x

f

是R上的奇函数”得
[image: image91.wmf])

1

(

)

1

(

f

f

-

=

-

 ③，

由②、③得
[image: image92.wmf]0

)

1

(

=

f

，这同样与条件“当0＜x≤1时，
[image: image93.wmf]x

x

f

2

)

(

=

”相矛盾。

第三，从条件“
[image: image94.wmf])

(

x

f

是R上的奇函数”出发，可得
[image: image95.wmf]0

)

0

(

=

f

，又由“当0＜x≤1时，
[image: image96.wmf]x

x

f

2

)

(

=

”可得出，当
[image: image97.wmf]1

1

£

£

-

x

时，
[image: image98.wmf]x

x

f

2

)

(

=

。于是由
[image: image99.wmf])

(

x

f

是以2为周期得
[image: image100.wmf])

1

(

)

1

(

f

f

=

-

，但
[image: image101.wmf]2

)

1

(

,

2

)

1

(

=

-

=

-

f

f

这不仅自相矛盾，而且与函数的定义“在对应法则
[image: image102.wmf]f

的作用下，对定义域内的任一x，有唯一确定的函数值y与之对应”相矛盾。

以上三个角度的推理，同时用到了题目的三个条件，但均得出了矛盾的结果。三种推理从函数的定义的角度通过特殊点的函数值的存在性与唯一性直接回答了题目条件的矛盾所在，下面揭示问题的实质：
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还需补充说明的是，或许有人会由等式
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（*）联系正切(或余切)函数用特例来驳斥上述推理的正确性。其实，略去本题中函数定义域与正（余）切函数定
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，这与（*）式十分相似，但正是两者的分子与分母的位置刚好颠倒这一微小的差异导致了函数性质的根本变化。若用余切函数，设
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，这与（*）式更相似，但两者相比，后者前面多出了一个负号，也正是这个负号，导致了问题的本质发生变化。

关于本题的更正主要是改造矛盾的两个条件。或者将“任意
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直接改为“
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以2为周期”，同时将条件“当0＜x≤1时，……”中的等号去掉，或

直接去掉两个条件之一。其它的更正方法本文不一一列举。至此，问题得以全面解决。
从对本题的分析与研究表明，在没有产生推理上的逻辑错误和知识与方法及计算错误的前提下，当使用不同方法演绎出互相矛盾的结果时，不能简单地从是否使用了全部的已知条件方面判断解题结果的谁是谁非，以此去发现并纠正错误。更为重要的是分析题目的已知条件之间、条件与结论的相互关系，研究条件之间是否能完全兼容，探寻是否会有互否的条件同时出现，及条件与结论相互依存的充要关系，以揭示出错误的根源，方能达到深化概念理解，扎实基础知识，培养思维能力，真正实现纠错的目的，也才能实现问题的彻底解决。
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