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平行投影与直观图

—— 鲁松启 北京市房山区房山中学

教学目标

1．知识与技能：了解平行投影的性质，会用斜二侧画法画出简单空间图形的直观图，能看懂一些几何体的直观图． 

2．过程与方法：通过观察和直观感知，得出平行投影的性质，体会能够用几何体的直观图（平面图形）表示空间的几何图形．在运用斜二侧画法画出简单空间图形直观图的过程中．进一步加深对几何体结构特征的认识．培养和发展空间想象能力与图形意识和几何直观能力．
3．情感、态度与价值观：在画直观图的过程中体会数学与生活紧密联系. 用平面图形直观表示立体图形，体验数学美．
教学重点

平行投影的性质和用斜二测画法画简单空间几何体的直观图．

教学难点

平行投影性质的探究以及正确把握斜二测画法的要点（如直观图中的虚实线、平行关系、和长度比例等）．

学情分析及教学内容分析

授课班级是房山区的区重点高中的宏志班，学生思维活跃，敢想敢说，表现欲强，习惯“脱口而出”．有一定的几何直觉，希望接受新知识的挑战．但是利用几何直观进行推理的能力还比较差，空间想象能力还需要进一步培养．根据学生已接触的空间几何体直观图，将学生引入到如何在平面上画出这些空间的几何体．符合学生的好奇心，能够激发他们的求知欲．
学习内容分析：空间几何体的三视图和直观图是几何学的重要组成部分，并且在土木建筑、机械设计、航海测绘等大量实际问题中都有广泛应用．画出空间几何体的直观图是学生学好立体几何的必要条件． 

义务教育数学课程标准对几何体的认识局限在直观的层面上．学生已经了解了立体几何图形的概念，学习了简单几何体的三视图，简单几何体的侧面展开图，通过几何体与其三视图、展开图之间的转化，进一步理解二维与三维图形的关系，发展了空间观念．有一定的几何直觉．能运用图形形象地描述问题，利用直观进行思考．
《高中数学课程标准》要求能画出简单空间图形（长方体、球、圆柱、圆锥、棱柱等的简易组合）的三视图，能识别上述三视图所表示的立体模型，会用材料制作模型，会用斜二侧法画出它们的的直观图．通过观察用两种方法画出的视图与直观图，了解空间图形的不同表示形式．完成实习作业，如画出某些建筑物的视图与直观图．并指出良好的空间想象能力和利用几何直觉理解数量关系，将使几何直观在科学创新中起到重要作用。B版教材突出了平行投影、正投影的基本性质．这是一个几何通性，利用直观感知得到平行投影、正投影的基本性质，可以帮助学生加深对空间图形的直观图、三视图的理解，进一步加深对几何体结构的认识，增强空间想象能力和逻辑思维能力．立体几何初步的教学重点是帮助学生逐步形成空间想像能力．本节课通过观察，直观感知平行投影的性质，在本章的小结中结合平面的基本性质，直线和平面、平面和平面平行的有关知识进行证明，便于学生形成知识网络．《课程标准》指出：数学教学中要注重知识的形成过程，不光是知道数学概念、公式、法则、定理、公理等是什么，更要明白它们的来龙去脉．让学生亲身经历数学知识的产生、发展过程，进行数学知识的探索，让学生能够知其然，更要知其所以然．

义务教育阶段到高中教育阶段的几何学习，经历了直观操作、观察实验、合情猜想、度量计算、半形式化说理、形式化推理等主要过程．在各个学习阶段，教师都应该使学生经历这些主要过程．在不同的阶段，经历这些过程的分量并不要求统一．在高中学生学习几何时也需要赋予他们不同的学习情景；也应该给学生提供合理猜想的机会，以培养学生发现问题、提出问题的意识和能力．（王尚志，张思明《走进高中新课程》20页）

基于以上分析，探究平行投影的性质，从对太阳光下的实物投影的观察、分析入手，先让学生猜想，再通过计算机直观演示和进行适当的直观说理，让学生了解平行投影的主要性质，体会为什么能用几何体的直观图（平面图形）表示空间的几何图形．直观感知可以用平行四边形的形象来表示水平放置的矩形．利用模型把抽象的理论直观展现在学生面前，会使学生感到数学亲近不脱离实际．

在建构主义学习理论的影响下，现代教学设计坚持以学生为中心的教学设计观，即强调学生是教学活动的中心，是教学设计的出发点和归宿．通过研究，我们把平行投影的性质分为学生已有生活经验和错觉经验两部分，先提出容易发生错觉的问题，引起学生的认知冲突．再通过几何画板演示，直观感知和操作确认得到平行投影的性质．实践证明这样处理不会加重学生的学习负担，而且能够激发他们的学习兴趣，有效培养和发展空间想象能力.利用几何画板演示从问题中抽象出数学模型进而解决问题的过程对于学生很有启发性．
教学过程

一、创设情境，引入课题

我们经常需要把空间图形在平面（比如纸）上表示出来．太阳光下的影子，照片都能够在平面上表示空间图形．你能把正方体在平面上画出来吗？说说你是如何画出的？

【设计意图】使学生对直观图有个初步印象．根据学生已接触的空间几何体直观图，将学生引入到如何在平面上画出这些空间的几何体．符合学生的好奇心，能够激发他们的求知欲．观察所画图形与实际物体之间的差异会激发学生学习空间几何体直观图画法的兴趣. 
老师指出学生画的是正方体的直观图，它立体感强，并且我们能够从中获得原来图形的大致形象.把空间图形画在纸上或黑板上，是用一个平面图形来表示空间图形．这样的平面图形不是空间图形的真实形状，而是它的直观图．你知道这样画图的依据是什么吗？空间几何体的直观图可以看成在太阳光下的影子．通常是依据平行投影的性质画出的表示空间图形的平面图形．

板书课题   1．1．4．投影与直观图    1．平行投影与直观图

二、探究平行投影的概念及其性质 

问题1：我们可以把太阳光线看成平行光线，平行于地面的正方形在水平地面上的影子是什么形状？

【设计意图】预计学生会认为平行于地面的正方形在地面上的影子是一般的平行四边形，并且只有在平行光线垂直于地面这种特殊的情况下形状不会变化．但是猜想不正确．结论出乎他们的意料！“会是这样吗？”学生有到太阳下实验的冲动．同学们产生了认知冲突.同学们间的交流活跃了课堂气氛，调动起了学习的主动性．

在学生感到疑惑时，教师进行直观演示（如图1所示），在解决问题的过程中明确相关概念）．引导学生深入思考，把太阳光抽象为平行光线，正方形和它的影子构成棱柱（图2）．


图1  
借助棱柱模型容易看出棱柱的上底面和下底面全等(如图3)． 

[image: image2.png]


图2            [image: image3.png]


 图3
进而得到结论：平行于投影面的正方形在平行投影下的投影形状完全不变.这就相当于把正方形沿平行光线“平移”到了地面．教师同时演示（如图4）.正方形沿平行光线下“平移”到了地面．
[image: image4.png]



图4

一般地，得到平行投影的性质：与投射面平行的平面图形，它的投影与这个图形全等.

问题2：我们把太阳光线看成平行光线，如果太阳光从窗户射入室内，垂直于地面的正方形方框投射到地板上的影子是什么形状，

【设计意图】预计学生会能够说出是平行四边形.引导学生得到平行投影保直的性质、平行的不变性、以及同方向上的线段比例不变等性质.

老师演示课件（如图5），在平行光线变化的过程中引导学生观察线段的长和角的大小变化与不变的规律．由问题1的探究不难得到平行于投射面的线段的投影与这条线段平行且等长；还有不变的性质：平行性不变，中点的平行投影还是中点，同方向的线段的平行投影长度的比值不变等.正是根据这些不变的性质，我们能够从一个空间图形在平面上的投影来获得原来图形的大致形象.
            
 

           图5    
一般地，得到平行投影的性质: (同时用几何画板课件直观演示（如图6）.)
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图6

1)．直线或线段的平行投影仍是直线或线段；

2)．平行直线的平行投影是平行或重合的直线(平行性不变)；

3)．平行于投射面的线段，它的投影与这条线段平行且等长；

4)．与投射面平行的平面图形，它的投影与这个图形全等；

5)．在同一直线或平行线上，两条线段平行投影的比等于这两条线段的比．

巩固练习1.判断题：

（1）矩形的平行投影一定是平行四边形；

（2）梯形的平行投影一定是梯形；

（3）两条相交的直线的投影可能平行；

（4）如果一个三角形的平行投影仍是三角形，那么它的中位线的平行投影，一定是这个三角形的平行投影的中位线. 

【设计意图】用平行投影的性质作出正确判断，为准确画图、识图打下良好的基础. 

一个空间图形在平面上的平行投影（平面图形）可以形象的表示这个空间图形，并且把它叫做空间图形的直观图.前几节课所画的空间几何体都是它们的直观图.

三、用斜二测画法画直观图

问题3：以黑板为投影面，如何画出放置桌面上的正方体的平行投影直观图？

【设计意图】体会能够用几何体的直观图（平面图形）表示空间的几何图形． 

首先，引导学生正确说出正方体的平行于投影面的两个面形状和大小都不会发生变化，而其余的面都会变成一般的平行四边形.

如果太阳光从窗户射入室内，观察正方体模型在太阳光下的影子（如图7），如果条件不允许，安排在阳光充足的时候再观察正方体的模型.
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图7
其次，对比平面中的直角坐标系，在几何体实物上建立空间直角坐标系
[image: image8.wmf]Oxyz

-

（图8）． 
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图8
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轴，
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轴平行于投影面，它们的投影位置关系以及长度都不发生改变，相应的投影
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轴,
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轴, 
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轴垂直于投影面，
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轴的投影与
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轴，
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轴的平行投影的角度以及长度都会发生改变. 

演示课件（如图9），在变化的过程中说明国家标准．在平面上画出
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.

图9

然后教师边操作边讲解，以画出正方体的直观图为例说明斜二测画法.

（1）在几何体实物上建立空间直角坐标系．

整体观察正方体，弄清它的结构特征．正方体过一个顶点的三条棱两两互相垂直，以该顶点为坐标原点，三条棱分别为
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轴、
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轴、
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轴在实物上建立空间直角坐标系
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．

（2）画直观图时，把
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,
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轴画成对应的轴
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（或135
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所表示的平面表示水平平面.

（3）已知图形中，平行于
[image: image36.wmf]x

轴、
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轴、
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轴的线段，在直观图中分别画成平行于
[image: image39.wmf]'
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轴、
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轴、
[image: image41.wmf]'
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轴的线段.并使他们和所画坐标轴的位置关系与已知图形中相应线段和坐标轴的位置关系相同.画出水平放置的底面正方形的直观图．
（4）已知图形中平行于
[image: image42.wmf]x

轴和
[image: image43.wmf]z

轴的线段，在直观图中保持长度不变，平行于
[image: image44.wmf]y

轴的线段，长度为原来的一半.
（5）完成画图后，擦去作为辅助线的坐标轴，被挡住的线画成虚线，就得到了空间图形的直观图.

[投影]把上面总结的斜二测画法画直观图的规则投影在屏幕上． 

斜二侧画法的规则可以简要地说成：“竖直或水平方向放置的线段画出时的方向、长度都不变，前后方向放置的线段画出时方向与水平方向成
[image: image45.wmf]45

°

（或
[image: image46.wmf]135

°

）角，长度画成原长度的一半（仍表示原长度）．
四、典型例题．

例题1 画出底面边长为2cm，高为3cm正六棱柱、正六棱锥的直观图.

【设计意图】熟悉斜二侧画法规则，根据学生实际情况，及时发现问题. 对于和轴不平行的线段，需要转化为平行于轴的线段解决．由于图形的形状位置和大小通常是由一些关键的点决定的，因而在画出直观图时，首先应该正确的画出这些点． 

首先画出水平放置的正六边形的直观图；

再依照斜二测画法“平行于
[image: image47.wmf]z

轴的线段，在直观图中保持平行性不变、长度不变”的规则画出正六棱柱、正六棱锥的直观图.
教师用投影展示正确画法.并且引导学生依据斜二测画法规则检查，养成严谨的习惯. 对比实物模型，把空间图形和直观图紧密联系，培养空间想象能力.

说明如何画旋转体的直观图．立体几何中通常用正等侧画法画圆的直观图，圆的直观图是椭圆. 画椭圆是画旋转体直观图的关键，通常使用椭圆模版画出水平放置的圆的直观图． 

巩固练习2.已知
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在一投射面内的平行投影是
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（如图10），如何画出
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两条中线的交点
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在投影面内的平行投影
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图10                                图11
巩固练习3.用斜二测画法画出水平放置的等边三角形（如图11）直观图. 

画出的正三棱柱的直观图.（在学生完成的基础上出示第二问）

【设计意图】对于和轴不平行的线段，需要转化为平行于轴的线段解决．由于图形的形状位置和大小通常是由一些关键的点决定的，因而在画出直观图时，首先应该正确的画出这些点．在成图后观察底面三角形的边和角的变化加深对斜二侧画法的理解.
五、归纳小结，提高认识:
学生交流在本节课学习中的体会、收获，交流学习过程中的体验和感受，师生合作共同完成小结．

1．平行投影的性质．
2．用斜二测画法画直观图，熟练画出常见水平放置的多边形、多面体、旋转体的直观图．在不严格要求时，画图时的长度和角度可适当选取，只要符合平行投影的要求，有一定的立体感就可以了．
六、作业：P21练习A第4题，P21练习B第3题、第4题．

选做题：找出前面教材使用的几何体的图形，分类整理，利用斜二测画法画出常见水平放置的多边形、多面体、旋转体的直观图,看图想像，说出相应的立体图形的结构特征．

七、板书设计：
	1．1．4．投影与直观图  1．平行投影与直观图

	1． 平行投影

平行投影的性质：
	例1    画直观图

	2．斜二测画法画直观图的规则
	练习


教学反思

维果茨基在对儿童的思维进行研究后，有着这样的论述：“事实上正确地完成了概念形成的儿童或少年在给已经形成的概念下定义时是如何降落到较为原始的阶段，并在给概念下定义时开始例举在该具体的环境里这个概念所包括的各种具体物品．”进行思维训练时，要在具体活动中，建立在形象、可被感知的基础上．研究平行投影的性质，以太阳光下的影子为载体，引导学生提出问题、观察思考、动手制作模型、推理描述，对于培养学生科学的思维习惯一定会产生积极影响．本节课探究平行投影的性质，体会用斜二侧画法画出简单空间图形直观图时分为以下四个步骤开展教学：

（1）、设置情境，问题先导

首先提出问题：平行于地面的正方形（比如桌面）在太阳光（抽象为平行光线）下的影子是什么形状？这是教师进行深入研究之后精心设计的问题，目的是为了以引起对平行投影性质的兴趣，引起思考．很多学生会想当然认为水平放置的正方形在水平地面上的影子一般不再是正方形，而是一般的平行四边形．只有正投影是正方形！猜想错误．结论出乎他们的意料！这样的问题能够引起学生认知的冲突，通过交流、讨论．教师运用几何画板的直观演示，使思维的过程“可视化”．再通过直观感知和操作确认得到平行投影的重要性质．问题简单，但是造成强烈正确和错误的对比．方法直观，但是算理很明确，利用几何画板对问题进行抽象的过程对于学生很有启发性．这样作能够有效解决诸把直观图当作“看见”与中心投影混淆等问题．

教师的责任是把数学的学术形态化为教育形态：1、高效率地进行火热的思考；2、揭示数学本质；3、使学生容易接受（张奠宙)．课件的使用是结合问题进行的，给学生留有思考、讨论的时间．如果教师提出问题后马上直观演示，就缩短了学生体验的过程，面对看似容易的结论，学生不会感到冲击，而达不到调动思维，启迪心智的目的．

（2）、直观演示，启迪心智

数学的感悟关键是体验，数学体验可以通过数学实验得以实现．在学生感到疑惑时，教师先用投影直观演示．把太阳光抽象为平行光线，正方形和它的影子构成棱柱．进而根据棱柱的上底面和下底面全等说明：当平面图形与投射面平行时，它与平行投影全等．数学是一个非常美的领域，这是因为数学的主要部分是由人类的心灵构成的．你可以自由探索自己心目中的数学世界，正是这种自由探索才是数学美的力量所在． 

在此基础上，类似于在平面中建立平面直角坐标系，在空间建立抽象出空间直角坐标系，把平行于投影面的平面抽象出平行于投影面的x轴、z轴方向上的线段长度、方向均不发生变化．而与投影面垂直的y轴方向上的线段长度、方向都会发生比较复杂的变化；类似的提出新的问题：垂直于地面的正方形窗户在太阳光（平行光线）下的影子是什么形状？这时学生不再脱口而出，会若有所思．不同的教学设计下，学生都能够知道这个结论，但是这样的设计能够启发学生解决问题的思路、学会解决问题的方向，提高分析问题解决问题的能力．
（3）、结合实物，传达准确信息

在投影上显示的图形虽然很直观，但是它一般不能够准确显示立体图形中点、线、面的位置关系．比如投影演示中正方形会看似一般的平行四边形，直角、边长会有不同的表现形式．我们采取多种方式试图把准确的直观信息传达给学生．观察实物与投影相结合，在立体几何学习的初级阶段经常使用，它能够有效避免种种错觉的产生．借助实物模型，对于学生加深了解平行投影性质，把握几何体的结构特征，强化准确而直观的立体几何中点线面的各种关系，以及培养空间想象能力和直观推理能力都有很大的帮助．

(4)、结合平行投影的性质，以画正方体的直观图为例提炼出直观图的斜二测画法

以黑板为投影面，如何画出讲桌上的正方体在平行光线下的直观图？

通过问题的分解、分析，总结画直观图规则．有了前面极具挑战性的问题和富有启发性的演示，解决问题，水到渠成．在画直观图的过程中，进一步明确前面学习几何体的结构特征，空间想象能力和直观推理能力得到提升．

本节课的教学设计有以下三个方面的特点：

（1）、问题设计层层递进，从太阳光下的影子问题到探究平行投影的性质，然后利用斜二侧画法画直观图，学生参与到教学的全过程，切实培养了空间想象能力与直观推理能力．
（2）、恰到好处地应用现代信息技术：课件简单却突出数学本质，对突破难点起到了很好的作用．本节课的教学使用信息技术手段能够启迪学生深入思考，起到让学生养成思考、创新的习惯，培养和发展空间想象能力与图形意识和几何直观能力．本节课把使用信息技术与使用实物模型结合起来，恰当使用信息技术与数学课程的整合的理念在本节课中得到了比较充分的体现．

（3）、利用几何画板直观演示，揭示平行投影的性质，突出展示了B版教材的特色．注重知识的形成过程，让学生亲身经历数学知识的产生、发展过程，进行数学知识的探索，让学生能够知其然，更要知其所以然．给学生提供合理猜想的机会，培养发现问题、提出问题的意识和能力．培养和发展了学生的空间想象能力．

学生的反馈令人深思：

（1）、学习平形投影的性质有利于空间想象能力的培养.

课后与学生交谈，对于平行于投射面的正方形的平行投影是正方形，有的学生的说自己脑海里呈现的还是平行四边形，但是借助几何画板的直观演示，运用棱柱的性质才可以对错误影像进行矫正，慢慢的树立了准确的空间图形. 
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可以看出培养空间想象能力需要借助恰当的模型.有一部分学生从直观图中感受不到立体感，他会觉得别人看到的好像真的看到实物一样，我认为这是不可能的.是因为他缺乏对于斜二测画法规定的直观感受，我们需要的是用直观图来表示空间图形而已，而不是真正的空间图形.

（2）、两个月后谈起这节课，有学生说当看到自己动手画出空间几何体的直观图，立体感很强，是最高兴的.再进行课堂教学时我会给学生更多的时间，让他学习的过程中去感受，稳步提高.
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