函数的单调性教学设计
大兴安岭实验中学牟振华

一、教学目标
1、理解函数单调性的概念，会根据函数的图像判断函数的单调性； 

2、能够根据函数单调性的定义证明函数在某一区间上的单调性。

二、教学重点

领会函数单调性的实质，明确单调性是一个局部概念。

三、教学难点

利用函数单调性的定义证明具体函数的单调性。

四、教学过程

（一）创设情景，引入新课

师：同学们，在初中的时候我们已经学过了函数图像的一些基本画法，而且我们也知道，函数的图像在一定的程度上能够反映一个函数的基本性质。那么现在就让我们通过函数的图像来进一步研究函数的性质。请同学们观察下面两组在相应区间上的函数图像，然后指出这两组图像有什么区别？

（多媒体显示下面两组图像）

第一组：


第二组：

[image: image1.png]



（请一位同学回答：从第一组函数的图像可以看到，图像从左到右是上升的；第二组函数图像，从左到右是下降的。

师总结：对，这位同学回答得很好。在第一组图像中，我们可以看到，在给定的区间上图像呈上升趋势；在第二组图像中，在给定区间上呈下降趋势。函数图像的“上升”“下降”反映了函数的一个基本性质——单调性。那么如何描述函数的“上升”“下降”呢？

（请一位同学回答。也许学生回答得不全，老师可适当提示和引导，以
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师：对，这正是两组函数的主要区别．当x变大时，第一组函数的函数值都变大，而第二组函数的函数值都变小．虽然在每一组函数中，函数值变大或变小的方式并不相同，但每一组函数却具有一种共同的性质．我们在学习一次函数、二次函数、反比例函数以及幂函数时，就曾经根据函数的图象研究过函数的函数值随自变量的变大而变大或变小的性质．而这些研究结论是直观地由图象得到的．在函数的集合中，有很多函数具有这种性质，因此我们有必要对函数这种性质作更进一步的一般性的讨论和研究，这就是我们今天这一节课的内容．
（点明本节课的内容，既是曾经有所认识的，又是新的知识，引起学生的注意．）
（二）新课讲解

师：请同学们打开课本第28页，大家一起把增函数、减函数、单调区间的定义朗读一遍．

（学生朗读．）

师：通过刚才阅读增函数和减函数的定义，请同学们思考一个问题：这种定义方法和我们刚才所讨论的函数值y随自变量x的增大而增大或减小是否一致？如果一致，定义中是怎样描述的？

生：我认为是一致的．定义中的“当[image: image14.png]X, <X,



时，都有[image: image15.png]fix,) <f(x,;)



”描述了y随x的增大而增大；“当[image: image16.png]X, <X,



时，都有[image: image17.png]flx,) > f(x,)



”描述了y随x的增大而减少．

师：说得非常正确．定义中用了两个简单的不等关系“[image: image18.png]X, <X,



”和“[image: image19.png]fix,) <f(x,;)



或[image: image20.png]flx,) > f(x,)



”，它刻划了函数的单调递增或单调递减的性质．这就是数学的魅力！

（通过教师的情绪感染学生，激发学生学习数学的兴趣．）

师：现在请同学们和我一起来看刚才的两组图中的第一个函数[image: image21.png]


和[image: image22.png]


的图象，体会这种魅力．

[image: image23.png]



（指图说明．）

师：图中[image: image24.png]


对于区间[a，b]上的任意[image: image25.png]


，[image: image26.png]


，当[image: image27.png]X, <X,



时，都有[image: image28.png]£i(x,) <f(x)



，因此[image: image29.png]


在区间[a，b]上是单调递增的，区间[a，b]是函数[image: image30.png]


的单调增区间；而图中[image: image31.png]


对于区间[a，b]上的任意[image: image32.png]


，[image: image33.png]


，当[image: image34.png]X, <X,



时，都有[image: image35.png]£u(z)) >f,(x,)



，因此[image: image36.png]


在区间[a，b]上是单调递减的，区间[a，b]是函数[image: image37.png]


的单调减区间．

（教师指图说明分析定义，使学生把函数单调性的定义与直观图象结合起来，使新旧知识融为一体，加深对概念的理解．渗透数形结合分析问题的数学思想方法．）

师：因此我们可以说，增函数就其本质而言是在相应区间上较大的自变量对应……

（不把话说完，指一名学生接着说完，让学生的思维始终跟着老师．）

生：较大的函数值的函数．

师：那么减函数呢？

生：减函数就其本质而言是在相应区间上较大的自变量对应较小的函数值的函数．

（学生可能回答得不完整，教师应指导他说完整．）
师：好．我们刚刚以增函数和减函数的定义作了初步的分析，通过阅读和分析你认为在定义中我们应该抓住哪些关键词语，才能更透彻地认识定义？

（学生思索．）

学生在高中阶段以至在以后的学习中经常会遇到一些概念（或定义），能否抓住定义中的关键词语，是能否正确地、深入地理解和掌握概念的重要条件，更是学好数学及其他各学科的重要一环．因此教师应该教会学生如何深入理解一个概念，以培养学生分析问题，认识问题的能力．

（教师在学生思索过程中，再一次有感情地朗读定义，并注意在关键词语处适当加重语气．在学生感到无从下手时，给以适当的提示．）

生：我认为在定义中，有一个词“给定区间”是定义中的关键词语．

师：很好，我们在学习任何一个概念的时候，都要善于抓住定义中的关键词语，在学习几个相近的概念时还要注意区别它们之间的不同．增函数和减函数都是对相应的区间而言的，离开了相应的区间就根本谈不上函数的增减性．请大家思考一个问题，我们能否说一个函数在x=5时是递增或递减的？为什么？

生：不能．因为此时函数值是一个数．

师：对．函数在某一点，由于它的函数值是唯一确定的常数（注意这四个字“唯一确定”），因而没有增减的变化．那么，我们能不能脱离区间泛泛谈论某一个函数是增函数或是减函数呢？你能否举一个我们学过的例子？

生：不能．比如二次函数[image: image38.png]


，在y轴左侧它是减函数，在y轴右侧它是增函数．因而我们不能说[image: image39.png]


是增函数或是减函数．

（在学生回答问题时，教师板演函数[image: image40.png]


的图像，从“形”上感知．）

师：好．他（她）举了一个例子来帮助我们理解定义中的词语“给定区间”．这说明函数的单调性是函数在某一个区间上的性质，但这不排斥有些函数在其定义域内都是增函数或减函数．因此，今后我们在谈论函数的增减性时必须指明相应的区间．

师：还有没有其他的关键词语？

生：还有定义中的“属于这个区间的任意两个”和“都有”也是关键词语．

师：你答的很对．能解释一下为什么吗？

（学生不一定能答全，教师应给予必要的提示．）

师：“属于”是什么意思？

生：就是说两个自变量[image: image41.png]


，[image: image42.png]


必须取自给定的区间，不能从其他区间上取．

师：如果是闭区间的话，能否取自区间端点？

生：可以．

师：那么“任意”和“都有”又如何理解？

生：“任意”就是指不能取特定的值来判断函数的增减性，而“都有”则是说只要[image: image43.png]X, <X,



，[image: image44.png]f(x,)



就必须都小于[image: image45.png]f(x,)



，或[image: image46.png]f(x,)



都大于[image: image47.png]f(x,)



．

师：能不能构造一个反例来说明“任意”呢？

（让学生思考片刻．）

生：可以构造一个反例．考察函数[image: image48.png]


，在区间[-2，2]上，如果取两个特定的值[image: image49.png]


，[image: image50.png]


，显然[image: image51.png]X, <X,



，而[image: image52.png]flz)=4



，[image: image53.png]fx,)=1



，有[image: image54.png]f(x)) > f(z,)



，若由此判定[image: image55.png]


是[-2，2]上的减函数，那就错了．

师：那么如何来说明“都有”呢？

生：[image: image56.png]


在[-2，2]上，当[image: image57.png]


，[image: image58.png]


时，有[image: image59.png]f(x)) > f(z,)



；当[image: image60.png]


，[image: image61.png]


时，有[image: image62.png]f(x)) <f(z,)



，这时就不能说[image: image63.png]


，在[-2，2]上是增函数或减函数．

师：好极了！通过分析定义和举反例，我们知道要判断函数y=f（x）在某个区间内是增函数或减函数，不能由特定的两个点的情况来判断，而必须严格依照定义在给定区间内任取两个自变量[image: image64.png]


，[image: image65.png]


，根据它们的函数值[image: image66.png]f(x,)



和[image: image67.png]f(x,)



的大小来判定函数的增减性．

师：反过来，如果我们已知f（x）在某个区间上是增函数或是减函数，那么，我们就可以通过自变量的大小去判定函数值的大小，也可以由函数值的大小去判定自变量的大小．即一般成立则特殊成立，反之，特殊成立，一般不一定成立．这恰是辩证法中一般和特殊的关系．

（三）例题讲解

例1  图4所示的是定义在闭区间[-5，5]上的函数f（x）的图象，根据图象说出f（x）的单调区间，并回答：在每一个单调区间上，f（x）是增函数还是减函数？

[image: image68.png]



（用投影幻灯给出图象．）

生甲：函数y=f（x）在区间[-5，-2]，[1，3]上是减函数，因此[-5，-2]，[1，3]是函数y=f（x）的单调减区间；在区间[-2，1]，[3，5]上是增函数，因此[-2，1]，[3，5]是函数y=f（x）的单调增区间．

生乙：我有一个问题，[-5，-2]是函数f（x）的单调减区间，那么，是否可认为（-5，-2）也是f（x）的单调减区间呢？

师：问得好．这说明你想的很仔细，思考问题很严谨．容易证明：若f（x）在[a，b]上单调（增或减），则f（x）在（a，b）上单调（增或减）．反之不然，你能举出反例吗？一般来说．若f（x）在[a，b]上单调（增或减），且[[image: image69.png]


，[image: image70.png]


][image: image71.png]


[a，b]，则f（x）在[[image: image72.png]


，[image: image73.png]


]（增或减）．反之不然．

例2  证明函数f（x）=3x+2在（-∞，+∞）上是增函数．

师：从函数图象上观察函数的单调性是最直观的，但如果每次都要画出函数图像就太麻烦了，而且有些函数不容易画出它的图像，一次我们必须学会根据解析式和定义来证明。
师：怎样用定义证明呢？请同学们思考后在笔记本上写出证明过程．

（教师巡视，并指定一名中等水平的学生在黑板上板演．学生可能会对如何比较[image: image74.png]f(x,)



和[image: image75.png]f(x,)



的大小关系感到无从入手，教师应给以启发．）

师：对于[image: image76.png]f(x,)



和[image: image77.png]f(x,)



我们如何比较它们的大小呢？我们知道对两个实数a，b，如果a＞b，那么它们的差a-b就大于零；如果a=b，那么它们的差a—b就等于零；如果a＜b，那么它们的差a-b就小于零，反之也成立．因此我们可由差的符号来决定两个数的大小关系．

生：（板演）设[image: image78.png]


，[image: image79.png]


是（-∞，+∞）上任意两个自变量，当[image: image80.png]X, <X,



时，

[image: image81.png]£(x) —F(x;) = G, +2)— B, +2) =32, - 3x, =3(x, - x,) <0



，

所以f（x）是增函数．

师：他的证明思路是清楚的．一开始设[image: image82.png]


，[image: image83.png]


是（-∞，+∞）内任意两个自变量，并设[image: image84.png]X, <X,



（边说边用彩色粉笔在相应的语句下划线，并标注“①→设”），然后看[image: image85.png]£x))—f(x;)



，这一步是证明的关键，再对式子进行变形，一般方法是分解因式或配成完全平方的形式，这一步可概括为“作差，变形”（同上，划线并标注”②→作差，变形”）．但美中不足的是他没能说明为什么[image: image86.png]£x))—f(x;)



＜0，没有用到开始的假设“[image: image87.png]X, <X,



”，不要以为其显而易见，在这里一定要对变形后的式子说明其符号．应写明“因为x1＜x2，所以[image: image88.png]x,—-x%,; <0



，从而[image: image89.png]£x))—f(x;)



＜0，即[image: image90.png]f(x)) <f(z,)



．”这一步可概括为“定符号”（在黑板上板演，并注明“③→定符号”）．最后，作为证明题一定要有结论，我们把它称之为第四步“下结论”（在相应位置标注“④→下结论”）．

这就是我们用定义证明函数增减性的四个步骤，请同学们记住．需要指出的是第二步，如果函数y=f（x）在给定区间上恒大于零，也可[image: image91.png]I 2, o, [OBAT T TR Ce) 707 Cer) 0K
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调函数吗？并用定义证明你的结论．
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师：你的结论是什么呢？

[image: image95.png]A FIAHE G :E (k>0) % (-0, 0) LA (0, +22)




上都是减函数，因此我觉得它在定义域（-∞，0）∪（0，+∞）上是减函数．

生乙：我有不同的意见，我认为这个函数不是整个定义域内的减函数，因为它不符合减函数的定义．比如取x1∈（-∞，0），取x2∈（0，+∞），[image: image96.png]X, <X,



显然成立，而[image: image97.png]f(x) <0



，[image: image98.png]fz,)>0



，显然有[image: image99.png]f(x)) <f(z,)



，而不是[image: image100.png]f(x)) > f(z,)



，因此它不是定义域内的减函数．
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生：也不能这样认为，因为由图象可知，它分别在（-∞，0）和（0，+∞）上都是减函数．

[image: image102.png]U SEIARIT RO, BAIAEE G :E (>0) EERRESL




域内的增函数，也不是定义域内的减函数，它在（-∞，0）和（0，+∞）每一个单调区间内都是减函数．因此在函数的几个单调增（减）区间之间不要用符号“∪”连接．另外，x=0不是定义域中的元素，此时不要写成闭区间．

[image: image103.png]U FEEZA=ATRFEAGHE () =— (k>0) & (-0,
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上是减函数．

（教师巡视．对学生证明中出现的问题给予点拔．可依据学生的问题，给出下面的提示：

（1）分式问题化简方法一般是通分．

（2）要说明三个代数式的符号：k，[image: image105.png]X)X,y



，[image: image106.png]X, -



．
（3）如果用作商的方法，要注意说清
[image: image107.wmf]1
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与1的关系，还要注意在不等式两边同乘以一个负数的时候，不等号方向要改变。 
（四）课堂练习

      课本32页练习1、2、3、4.

（五）课堂小结
师：请同学小结一下这节课的主要内容，有哪些是应该特别注意的？

（请一个思路清晰，善于表达的学生口述，教师可从中给予提示．）

生：这节课我们学习了函数单调性的定义，要特别注意定义中“给定区间”、“属于”、“任意”、“都有”这几个关键词语；在写单调区间时不要轻易用并集的符号连接；最后在用定义证明函数的单调性时，应该注意证明的四个步骤．
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