浅谈解题教学中的联想与转化

德阳教育科学研究所  黄勇

《费马大定理》一书这样写道：“费马大定理是17世纪法国数学家费马留给后世的一个不解之谜.这个谜曾经吸引和困惑了世界上无数的智者，难倒过许多杰出的大数学家.直到358年之后的1995年，这个难题才终于被英国剑桥的数学家安德鲁·怀尔斯攻克了.”这个叙述足以说明要攻克一个数学难题的艰辛. 一个中学数学教师要编选、解答并处理好成千累万的数学问题，并非轻而易举之事.在教学中对烟波浩淼的题的海洋，能做到得心应手，并把学生从题海中解救出来，出路何在？到题海中去游泳、去探索其解题的规律、探索优化解题教学的方法吧！我们知道问题是数学的心脏，所以解决问题的教学也是教学的心脏，我们也清楚地知道教什么比怎么教更重要.
但在教学实践中我们经常会听到数学教师的抱怨：这一道题都讲过好多遍了，为什么这次考试你（学生）还是未做对呢？也常常听到学生的感叹：一道题为什么老师会想出一个绝妙的解法，而自己总想不到呢？以上两个问题应该是相通的，那就是我们教师的解题教学出了问题.解题教学的核心是充分暴露教师的思维过程，从而教给学生解决问题的策略方法.而教师解题思维过程的关键应是联想与转化，数学解题能力的高低归根结底应是问题的转化能力的高低，不管解决什么问题，都是通过一步一步的转化，最后归结为我们熟悉的问题去处理，而要成功地进行转化重要的意识应该是联想，下面就解题教学中如何实施联想转化，说说自己的体会.
一、从题目表述、总体映象进行联想
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著名美国数学家和数学教育家波利亚在《怎样解题》一书中写道：“以前见过吗？是否见过相同的问题而形式稍有不同？”实质就是从题目表述、总体映象去联想.绝大多数由基础题稍加变式得到的新题目均可通过这种联想转化为熟悉的问题得到解决.下面看一个具体问题：
问题1

已知一段直的相同宽度的河岸两旁分别有一个村庄A和B，现拟修建一座垂直于河岸的桥CD，试确定CD的位置使得两村庄人们来往的路程最近.
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【分析】通过读题、审题（画出草图图1）发现本题的实质是求AC+CD+DB的最小值，可以作一假设，如果河的宽度缩小即
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[image: image123.emf]与的距离无限缩小，我们很快就会发现以前研究过与本题形式很类似的题目：
问题1.1一条直线
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两侧各有一点A、B，在直线
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上求
一点P使AP+PB最小（师生都熟悉）.
二、从解法上联想

此次联想是很自然的，在题目类似但又有些不同的情况下，你会毫不犹豫的联想到题目的解法：你能不能利用它？能否利用它的结果？能否利用它的方法？若不能直接利用，应该引入些什么辅助元素等（转化）.
问题1.1的解决方法是利用三角形两边之和大于第三边，当P点运动到与AB共线时（非三角形）达到最小值，即AP+BP
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AB，那么能利用这个思想方法解决问题1吗？我们发现CD是个不变值，于是问题转化为求AC+DB的最小[image: image109.wmf]2
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值.而AC与DB不是相交的，怎么办？引入辅助元素：
作辅助线（平移）使AC与DB相接.
产生想法：过D作CA的平行线段DE，问题已转化
为求ED+DB的最小值，这已是问题1.1解决了的事，那
么问题的解法策略便出来了：过D作DE∥CA，连结BE交
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于
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，过
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作
[image: image9.wmf]DC

¢¢
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[image: image10.wmf]1

l

于
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，连结
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、AE，则AC+CD+DB=AE+ED+DB
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AE+EB，当CD移动到
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时，取等号，即
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即为桥的位置.
三、从题目中形式、结构特征进行联想
深入分析题目中式子的形式、结构特征，联想它们与我们熟悉的那些公式、定理、结论的特征有哪些相同和不同的地方.若相同是否可以直接利用，若不同，是否可以通过变换后，结构相同而利用呢？
如著名的柯西不等式： 
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的结构就类似我们熟悉的
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形式.于是产生证明方法构造函数
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恒成立.这是大家都非常熟悉的事情。再如：我们看到
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就会联想到点P（
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）到直线
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的距离.看到
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可联想到
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轴上P（
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，0）点到两定点A（1，2），B（
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，1）的距离之和.看到求
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的取值范围可以联想到求直线
[image: image28.wmf]2

yxb

=-+

纵载距的取值范围，看到比较
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的大小时就可以联想到
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的单调性等等.
四、从题目中已知条件、特殊符号、数进行联想
认真分析题目中已知条件包括特殊符号，一些数值充分发挥我们的想象.联想某些概念、表述、结论，从而构造某种方法解决问题.
如：由
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联想到二次方程的判别式

由1可以想到
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由等腰三角形可联想到中线产生垂直.

由直角三角形可联想到斜边上中线等于斜边的一半，从而产生相等线段及等腰三角形.

由
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可以想到
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在数列题中遇恒成立常联想到数列的单调性，求最值等等.

问题2：直线AB与直二面角
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的两个半平面分别交于A、B两点，且A、B均不在棱上.如果AB与
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所成角分别为
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的范围是          .
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分析与联想：根据已知条件先考虑特殊情况

（1）当AB⊥
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时，
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（2）当
[image: image48.wmf]0

AM

®

，
[image: image49.wmf]0

BN

®

时，
[image: image50.wmf]1

0

q

®

，
[image: image51.wmf]2

0

q

®

，

     ∴
[image: image52.wmf]12

0

qq

+®

，但
[image: image53.wmf]12

0

qq

+>


对一般情况：根据两种特殊情况进行猜想：
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，问题关键怎样去证明
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联想一，利用三角函数知识处理，联想到
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均为锐角，可考虑利用三角函数的单调性，如证明
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，再结合
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分别在两个直角三角形中，这样分别求出
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[image: image63.wmf]ANAM

>

，∴
[image: image64.wmf]12

sincos

qq

<

成立，问题得解.

联想二，由于
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分别在两个直角三角形中，能否将其转化在一个三角形中呢？设∠
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的关系，不难发现，由直线与平面所成角的最小性知
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本题是从已知条件入手，考虑特例进而猜想结论，从结论结构进行联想，从而解决问题.

五、从题目中关键项联想

很多题目的解决突破口在于对题目中关键项的处理，特别是与数列相关的题目.
问题3：已知  
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，求证：
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,此题左边是
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，不可能首先就代
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进行平方，观察右边发现，右边关键项即是通项
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，怎样才能出现
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呢？或者怎样将
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转化为别的形式呢？再考虑左边是平方，那么是否可以考虑把
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用一个平方式来表述呢？可联想到：
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（2），再考虑到
[image: image86.wmf]11

1

2

n

S

n

=+++

L

的结构特征发现
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.所以（2）式可以变为
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（3）.通过（3）式的结构形式联想到数列中常用方法​——累加法，便有
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即
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为了证明
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，只需证明
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（4）.（4）式左边通项为
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（关键项），要成功处理又得对
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进行转化.联想有两点：第一，变形表述转化后要能求和；第二，可以放大.
为此联想到
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（裂项相消为师生熟悉的方法）.此题能成功的获得解决关键是通过对题目中关键的项（通项）进行了多次的联想和成功的转化.
六、联想也应体现目标意识

在对题目给出的信息进行大量的联想后，应结合题目知识内容进行筛选，使目标意识更强，从而快捷找到解题方略.
例如：在解析几何相关问题中，若遇到求
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的最值，常常联想到动点P（
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）与定点A（
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）连线斜率的最值.但在数列问题中若遇到
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虽然可以联想到动点P（
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）与定点A（1，0）连线的斜率，但我们应首先联想数列中的求和相关结论，如
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且 
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），它就与等比数列的前
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项和公式很接近了（可以产生不等关系）.由此可见联想可以不受思维限制，但如果能结合题目中的知识内容、结构特征去寻找解题突破口会更见效.
七、联想更依赖于个体基础

现代汉语词典对联想的解释是：由于某人或某事物而想起其他相关的人或事物，由于某概念而引起的其他相关的概念，而数学解题中的联想是从观察所得的各种信息，与我们已有的知识、技能、方法和题型等联系起来的思维过程。可见联想能进行下去主要依赖个人掌握的基础东西，否则便没法进行.

为此在我们的教学过程中，抓好学生的基础知识、基本技能、基本方法的过手落实是根本，只有学生掌握了扎实的基础知识、技能、方法后，他们的联想才有素材，他们的解题能力才能提高，进而提高他们的综合能力.
教学有法、教无定法，解题教学更是如此，思维是解题教学的主线，怎样恰到好处地暴露教师的思维联想是关键.多从学生角度思考问题，使解决问题的方法来得更自然是解题教学中的亮点.只有这样才能提高解题教学的质量，从而避免题海战术.
我们深知，能成功地解决一个数学问题是一件非常愉快的事，但我们也坚信通过努力未能解决问题并不代表没有收获.无数的数学家为攻克费马大定理献出了毕生的精力，而绝大多数的数学家都未找到证明定理的办法，你能说他们没有收获，没有成就吗？数学同行们，让我们共同面对烟波浩淼的数学问题，共同探索解决数学问题的策略，共同分享成功解决数学问题的快乐吧！

图2





� EMBED Equation.DSMT4  ���





B





P





A





图1





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





D





C





B





A





A





B





C





D





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





E





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





图3





A





M





N





B





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���








PAGE  
2

[image: image111.wmf]C

¢

[image: image112.wmf]D

¢

[image: image113.wmf]1

l

[image: image114.wmf]2

l

[image: image115.wmf]l

[image: image116.wmf]a

[image: image117.wmf]b

[image: image118.wmf]1

q

[image: image119.wmf]2

q

[image: image120.emf][image: image121.emf][image: image122.emf]_1300257315.unknown

_1300258137.unknown

_1300259051.unknown

_1300862187.unknown

_1300862277.unknown

_1300862418.unknown

_1300862456.unknown

_1300862521.unknown

_1300867792.unknown

_1300875514.unknown

_1300862603.unknown

_1300862480.unknown

_1300862435.unknown

_1300862389.unknown

_1300862397.unknown

_1300862330.unknown

_1300862261.unknown

_1300862265.unknown

_1300862239.unknown

_1300260174.unknown

_1300807302.unknown

_1300862059.unknown

_1300862159.unknown

_1300807475.unknown

_1300861211.unknown

_1300861415.unknown

_1300807311.unknown

_1300260212.unknown

_1300262585.unknown

_1300262786.unknown

_1300262787.unknown

_1300262614.unknown

_1300262565.unknown

_1300260199.unknown

_1300260071.unknown

_1300260103.unknown

_1300260134.unknown

_1300260077.unknown

_1300260043.unknown

_1300260004.unknown

_1300260037.unknown

_1300258681.unknown

_1300258960.unknown

_1300258992.unknown

_1300259028.unknown

_1300258983.unknown

_1300258741.unknown

_1300258822.unknown

_1300258710.unknown

_1300258454.unknown

_1300258580.unknown

_1300258628.unknown

_1300258485.unknown

_1300258404.unknown

_1300258423.unknown

_1300258169.unknown

_1300257690.unknown

_1300257791.unknown

_1300257806.unknown

_1300257858.unknown

_1300257799.unknown

_1300257752.unknown

_1300257767.unknown

_1300257726.unknown

_1300257530.unknown

_1300257580.unknown

_1300257599.unknown

_1300257548.unknown

_1300257419.unknown

_1300257479.unknown

_1300257339.unknown

_1300256630.unknown

_1300257122.unknown

_1300257252.unknown

_1300257273.unknown

_1300257298.unknown

_1300257261.unknown

_1300257217.unknown

_1300257243.unknown

_1300257204.unknown

_1300257039.unknown

_1300257100.unknown

_1300257110.unknown

_1300257047.unknown

_1300256739.unknown

_1300256993.unknown

_1300256676.unknown

_1300200866.unknown

_1300200928.unknown

_1300256569.unknown

_1300256604.unknown

_1300201583.unknown

_1300201655.unknown

_1300201684.unknown

_1300201609.unknown

_1300200943.unknown

_1300200887.unknown

_1300200912.unknown

_1300200875.unknown

_1300200810.unknown

_1300200830.unknown

_1300200843.unknown

_1300200821.unknown

_1300199963.unknown

_1300200444.unknown

_1300200234.unknown

_1300197776.unknown

_1300199942.unknown

_1300197766.unknown

