
巧配和差式解题

孙光军   兰州—中

我们知道，A＋B与A－B互为和差形式，也称为互为对偶式，它是现实世界中的对称在数学中的具体体现，也是数学美的体现，它在解题中有着广泛的应用，下面举例说明构造和差对偶式解题。

一、整体配对

从整个式子来看，A＋B与A－B互为和差对偶式，知道其中之一可以设出另一个，然后通过一定的运算，就可使问题得到解决。

例1：已知
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分析：已知条件是以差式形式出现的，容易找到与它对偶的和式。

解：令
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两式相乘，得
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两式相加，得
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又A=1，故
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即
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例2：解方程
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分析：从整体着想，寻找对偶式。

解：令
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两式相乘，得
[image: image13.wmf]x

AB

20

=

，

两式相加，得
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又A=8，故
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两式平方后，解得
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经检验，
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是原方程的解。

例3：设x＞0，求函数
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的最大值。

解：令
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，则f(x)g(x)=1，即
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（当x=1时取等号），于是
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故当x＝1时，f(x)取最大值
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二、局部配对

在有些题目中，我们不是从整体来看，而是着眼于整个式子的局部来找出和差对偶式。

例4：已知a，b，c，d∈R，且a2+b2+c2+d2≤1，求证：

(a＋b)4＋(a＋c)4＋(a＋d)4＋(b＋c)4＋(b＋d)4＋(c＋d)4≤6。（美国数学竞赛题）

分析：从整体来看，左端是六项的和，我们不好确定它的对偶式，但从局部来看，a＋b与a－b，a＋c与a－c，…，互为对偶式，并且展开后，它与原式的部分交叉项可通过相加而抵消，从而使问题得到简化。

解：令A=(a＋b)4＋(a＋c)4＋(a＋d)4＋(b＋c)4＋(b＋d)4＋(c＋d)4，

B=(a－b)4＋(a－c)4＋(a－d)4＋(b－c)4＋(b－d)4＋(c－d)4，

则Ａ＋B＝6(a4＋b4＋c4＋d4＋2a2b2＋2a2c2＋2a2d2＋2c2d2＋2b2c2＋2b2d2)

＝6(a2＋b2＋c2＋d2)2≤6，

又∵B≥0，∴A≤6，故原不等式成立。

三、根式配对

对于含有根式的题目，我们一般都是从整个式子的局部来找出互为有理化的因式，来达到和差配对的目的。

例5：求
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展开式中x的整数次幂项系数之和。（1988年高中数学联赛试题）

解：令
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由二项式定理知A和B的展开式中，x的整系数次幂项之和相同，记这种和为f(x)，非整数次幂之和互为相反数，所以
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，

令x=1，即得所求展开式中x的整数次幂项系数之和
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评注：一般地，形如
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的问题，可构造和差对偶式
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，在进行对偶式之间的运算时，要恰到好处地注意到它们的对偶式
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与
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，从而达到在其展开式中相应的非整系数次幂项刚好是互为相反数这一目的。当然，本题的对偶式也可设为
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，请读者不妨一试。

例6：求证：当n是正整数时，大于
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的最小正整数被2n+1整除。（1987年苏州市高中数学竞赛题）

解：令
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则
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＝2n+1c（c∈N）。

可见，A+B能被2n+1整除，而由0＜B＜1知A+B就是大于A的最小整数，故原命题成立。

评注：类似可证明第六届普特南数学竞赛题：

试证：当n∈N时，大于
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例7：设
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。（其中n，an，bn均为正整数），求证：an 2－2bn2＝1。

证明：设
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由数学归纳法或二项式定理，易知
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于是
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例8：设
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，[A]表示不超过A的最大整数，求证：数列[a1]，[a2]，…，[an]，…是偶数、奇数交错出现的数列。（第四届东北三省邀请赛试题）

证明：设
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四、构造配对。

有些题目的和差对偶式在条件中并没有出现，需要我们去构造。

例9：求函数y＝sinxcosx+sinx+cosx的最大值。（1990年全国高考理科试题）

分析：由于条件中出现了sinx，cosx的和与积，考虑到前面的配对中进行的运算主要是两个和差对偶式的和与积，故可把sinx，cosx看作互为和差对偶式，因此，可设sinx＝a＋b，cosx＝a－b，然后利用三角函数的平方关系消元。

解：设sinx＝a＋b，cosx＝a－b，则sinxcosx＝a2－b2，sinx＋cosx＝2a，

由sin2x＋cos2x＝1，知a2＋b2＝
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例10：若(z－x)2―4(x―y)(y―z)＝0，求证：x，y，z成等差数列。（1979年全国高考理科试题）

分析：因要证明2y＝x＋z，同例9，可设x＝a＋b，z＝a－b，只需证明2y＝2a即可。

证明：设x＝a＋b，z＝a－b，由题设得，

4b2－4(a＋b―y)(y―a＋b)＝0，
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b2＋[(a－y)＋b][(a―y)―b]＝0，
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b2＋(a―y)2―b2＝0，
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(a－y)2＝0，
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x＋z＝2a＝2y，

故x，y，z成等差数列。

例11：已知sinα＋sinβ＝
[image: image68.wmf]4

1

，cosα＋cosβ＝
[image: image69.wmf]3

1

. 求证tg(α+β)=
[image: image70.wmf]7

24

.
分析：由于所求角度为两角和α+β，故可利用和差对偶式。

证明：设α=A＋B，β=A－B，则

由sin(A＋B) ＋sin(A－B)= 
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由cos(A＋B) ＋cos(A－B)= 
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两式相除，得tgA=
[image: image75.wmf]4

3

，

∴tg(α+β)＝tg2A＝
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    评注：本题巧妙地把角设为和差式，以达到简化运算的目的。

注：本文发表于《中学数学月刊》2005年第8期
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