数学反思能力及其培养
十堰市教科院   程世平

数学反思就是认知者对自身数学思维活动过程和结果的自我觉察、自我评价、自我探究、自我监控、自我调节；而数学反思能力就是在数学反思活动过程中反映出来的一种稳定的个性心理特征，是元认知在数学思维中发挥作用的基本形式。因此数学反思能力就是认知者在数学思维活动中对自己数学认知过程的自我意识、自我评价、自我探究、自我监控、自我调节的能力。它是以反思的体验、反思的知识和反思的技能为基础，并在对数学认知过程的评价、控制和调节中显示出来的高层次思维活动，它对数学认知活动起指导、支配、决定、监控的作用。

数学反思是对数学思维活动的自我意识和自我监控，是对认知的再认知，反思能力就是元认知能力，它与数学观察能力、数学记忆能力、数学化能力、数学思维能力、空间想象能力等认知能力不同，但与归纳猜想、合情推理、演绎证明、理性思维和理论建构等能力之间有密切的联系，这些能力成分中都包含有反思，因而弗赖登塔尔认为“反思是数学思维活动中的核心和动力”。
一方面，数学认知能力的发展为数学反思能力的发展提供了基础。只有具备了很强的数学观察、记忆、理解、思维能力，才能提高对问题情景中各种线索的敏感度，抓住反思的机会，及时调节思维的方向，对各种解决问题的策略进行权衡、预见，从而提高控制水平，丰富元认知知识，加深元认知体验。数学思维力的发展特别是抽象思维能力的发展，极大地丰富了学生反思的技能，为提高学生的反思水平和预见能力打下了基础；数学化能力的发展为反思提供了更大的广阔空间和机会。另一方面，数学反思能力通过对数学思维活动的调控间接地促进其他数学能力的发展，数学反思能力的发展，提高了认知效率，缩短了认知时间。因此，数学反思能力与其他数学能力是统一在数学思维活动中的一种相互促进、互为基础的关系。解题反思的积极意义有如下几个方面。
（一）积极反思，查缺补漏，确保解题的合理性和正确性
解数学题，有时由于审题不确，概念不清，忽视条件，套用相近知识，考虑不周或计算出错，难免产生这样或那样的错误，即学生解数学题，不能保证一次性正确和完善。所以解题后，必须对解题过程进行回顾和评价，对结论的正确性和合理性进行验证。可是一些同学把完成作业当成是赶任务，解完题目万事大吉，头也不回，扬长而去。由此产生大量谬误，应该引起重视，加以克制，引以为戒。如1、结论荒唐，引为笑柄2、以特殊代替一般，3、臆造"定理"，判断无据，以日常概念代替科学概念等。以上常见的错误，不胜枚举。由此可见，解题反思的积极意义及其重要性，必须引起师生在教学中的足够重视。
（二）积极反思，探求一题多解和多题一解，提高综合解题能力
 数学知识有机联系纵横交错，解题思路灵活多变，解题方法途径繁多，但最终却能殊途同归。即使一次性解题合理正确，也未必能保证一次性解题就是最佳思路，最优最简捷的解法。不能解完题就此罢手，如释重负。应该进一步反思，探求一题多解，多题一解的问题，开拓思路，勾通知识，掌握规律，权衡解法优劣，在更高层次更富有创造性地去学习、摸索、总结，使自己的解题能力更胜一筹。一题多解，每一种解法可能用到不同章节的知识，这样一来可以复习相关知识，掌握不同解法技巧，同时每一种解法又能解很多道题，然后比较众多解法中对这一道题哪一种最简捷，最合理？把本题的每一种解法和结论进一步推广，同时既可看到知识的内在联系、巧妙转化和灵活运用，又可梳理出推证恒等式的一般方法和思路：从左到右、从右到左、中间会师、转化条件等，善于总结，掌握规律，探求共性，再由共性指导我们去解决碰到的这类问题，便会迎刃而解， 这对提高解题能力尤其重要。
（三）积极反思、系统小结，使重要数学方法、公式、定理的应用规律条理化，在解题中应用自如、改进过程，寻找解题方法上的创新。在问题解决之后，要不断地反思：解题过程是否浪费了重要的信息，能否开辟新的解题通道？解题过程多走了哪些思维回路，思维、运算能否变得简捷？是否拘泥于思维定势，照搬了熟悉的解法？通过这样不断地质疑、不断改进，让解题过程更具有合理性、科学性、简捷性。例1：求证：正四面体和正八面体相邻两侧所成的二面角互补。此题有常规的解题思路：分别求出两个多面体的二面角的值，再求和。这也是一般参考书上的解法。探索解题过程，总感觉这样解题很苯拙，缺少灵气！不能反映两个多面体的巧妙结构。事实上，问题隐含了“结构”这个重要信息，那么，能否把“结构”作为切入点去探究问题呢？

（四）重视知识的迁移和应用，探究问题所含知识的系统性

解题之后，要不断地探究问题的知识结构和系统性。能否对问题蕴含的知识进行纵向深入地探究？能否加强知识的横向联系？把问题所蕴含孤立的知识“点”，扩展到系统的知识“面。通过不断地拓展、联系、加强对知识结构的理解，进而形成认知结构中知识的系统性。”

（五）整合知识，创新设问

要让学生明白，问题与问题之间不是孤立的，许多表面上看似无关的问题却有着內在的联系，解题不能就题论题，要寻找问题与问题之间本质的联系，要质疑为什么有这样的问题？他和哪些问题有联系？能否受这个问题的启发。将一些重要的数学思想、数学方法进行有效的整合，创造性地设问？让学生在不断的知识联系和知识整和中，丰富认知结构中的内容，体验“创造”带来的乐趣，这对培养学生的创造思维是非常有利的

（六）探究规律，形成小结

对每个问题都要寻根问底，能否得到一般性的结果，有规律性的发现？能否形成独到的见解，有自己的小发明？点滴的发现，都能唤起学生的成就感，激发学生进一步探索问题的兴趣。长期的积累，更有利于促进学生认知结构的个性特征的形成，并增加知识的存储量。

总之，解题后引导学生不断地对问题进行观察分析、归纳类比、抽象概括，对问题中所蕴含的数学方法、数学思想进行不断地思考并做出新的判断，让学生体会解题带来的乐趣，享受探究带来的成就感。常此以往，逐步养成学生独立思考、积极探究的习惯，并懂得如何学数学，这是学好数学的必要条件。

首先，在解题方向的错误中反思，培养学生思维灵活性和深刻性。
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案例一 全国高考2005年（广东卷）数学试题16题（立体几何解答题）。如图1所示，在四面体
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（Ⅱ）求二面角
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解决这类问题有三类方法：传统方法、非坐标的法向量方法和坐标向量方法。而本题采用坐标向量方法便走进死胡同，因此，及时调整解题方向，可以培养学生思维灵活性和深刻性等优秀思维品质。

其次，思维疏漏的错误中反思。培养学生思维的严谨性。学生在解题中，常犯的错误就是以偏代全、以特殊代一般、忽视特例、忽视隐含条件、忽视问题的等价性、循环论证等。     

 案例二 已知函数
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的范围。学生的典型错误是先由
[image: image17.wmf]4

)

1

(

2

,

2

)

1

(

1

£

£

£

-

£

f

f

求出
[image: image18.wmf]2

3

0

,

3

2

3

£

£

£

£

b

a

，然后求出
[image: image19.wmf]12

)

2

(

3

£

-

£

f

。其错误的根源是
[image: image20.wmf]4

)

1

(

2

,

2

)

1

(

1

£

£

£

-

£

f

f

与
[image: image21.wmf]2

3

0

,

3

2

3

£

£

£

£

b

a

变换不等价，用线性规划方法容易求出正确答案为
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第三，在逆向思维中反思，培养学生思维的批判性。如，学生对于浅显的错误视而不见，多是由于缺少逆向或多向思维（批判性思维）造成。同案例二。在学生错误解答后，笔者给出线性规划解法，引导学生对
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的可行域异同进行分析，得出产生错误的原因是忽视了变换的等价性，如何保证变换的等价性？引出正确解法二：首先求出
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的线性关系，得到正确解答。

案例三。求曲线y=3x-x3的过点A(2,-2)的切线方程。

错解：显然点A在曲线y=3x-x3上，且f
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(x)=3-3x2，
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故所求切线方程为y+2=-9(x-2)即9x+y-16=0。
剖析：曲线过点A的切线与曲线在点A处的切线不同，前者既包括点A处的切线，也包括过点A但切点在另一点处的切线，因此，解题时必须理清概念，弄清题意。
正解：设切点为P(x0,y0),
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在点P处的切线方程为y-y0=(3-3x20)(x-x0),又切线过点A,
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整理得
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即(x0+1)(x0-2)2=0
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当x0=-1时,切线方程为y=-2，当x0=2时，切线方程为9x+y-16=0。
（三）在解题的反思中培养学生的反思能力。

这是一种常见和普遍的现象：一是看花容易（听得明白）绣花难（解题难），二是大量解题却收效甚微。究其原因，解题反思习惯的缺失和反思时间空间的受限是导致解题能力和效益低下的根本原因。所谓解题反思是指在解题后进行如下探索：对问题解答后的结论的正确性的检验或提出疑问；是否还有其他解法或更佳解法；能否对问题的题设或结论进行变式；能否把当前的命题推广到一般情况；进一步考虑问题的题设的完备性（充分性）及结论的精确性；命题考查的哪些知识和能力。因此，解题反思涉及数学反思的全部内容（经验性反思、错误性反思、概括性反思、创造性反思），特别是涉及数学反思高级形态（概括性反思、创造性反思）。

我认为，学生解一定量的习题是必要的，但解题不在多，在于精，贵在解题后的反思。学生解题应遵循以下程序：首先，试做：①尝试解题；②检验或质疑解题的正确性；③是否还有其他解法或更佳解法。其次，比较：与同学或与参考书比较，寻找更多和最佳的解法。第三，反思：①能否把当前的命题和解法推广到一般情况；②能否对问题的题设或结论进行变式；③推广或变式后问题的题设的完备性（充分性）及结论的精确性；④总结命题考查的知识和能力。

    总之，目前数学教学中最薄弱的正是反思性学习这一最重要的环节，数学学科的特点（数学对象的抽象性、数学活动的探索性、数学推理的严谨性）决定正处于思维发展阶段的高中生不可能一次地直接把握数学活动的本质，学生必须经过多次反复的自我评价、自我探究、自我监控、自我调节，才可能洞察数学活动的本质特征。因此，必须高度重视学生反思能力的培养。
_1305981548.unknown

_1305981556.unknown

_1305981560.unknown

_1305981564.unknown

_1305981566.unknown

_1305981568.unknown

_1305981569.unknown

_1305981570.unknown

_1305981567.unknown

_1305981565.unknown

_1305981562.unknown

_1305981563.unknown

_1305981561.unknown

_1305981558.unknown

_1305981559.unknown

_1305981557.unknown

_1305981552.unknown

_1305981554.unknown

_1305981555.unknown

_1305981553.unknown

_1305981550.unknown

_1305981551.unknown

_1305981549.unknown

_1305981544.unknown

_1305981546.unknown

_1305981547.unknown

_1305981545.unknown

_1305981542.unknown

_1305981543.unknown

_1305981541.unknown

