学生解题策略形成的个案研究

昌平一中  许雪
【内容摘要】数学离不开解题，数学教学有重视解题的悠久传统，人们相信，掌握数学的一个重要标志就是善于解题．但是这种重视主要表现在操作层面，如勤学苦练等，还缺少“解题策略”的科学指导．在中学数学学习中，存在一个十分普遍却又找不到有效的解决办法——会解题的不知道怎么就会了，不会解题的更不知道怎么就老学不会．本文通过一个具体案例，得到若干解题的指导策略，对于如何指导学生解题策略的形成进行数学知识的建构、内化具有参考价值。

【主题词】解题  策略  研究  启示
1  问题的提出

数学离不开解题，数学教学有重视解题的悠久传统，人们相信，掌握数学的一个重要标志就是善于解题．但是这种重视主要表现在操作层面，如“模仿+练习”、勤学苦练、熟能生巧等，还缺少“解题策略”的科学指导.在中学数学学习中，存在一个十分普遍却又找不到有效的解决办法——会解题的不知道怎么就会了，不会解题的更不知道怎么就老学不会．

建构主义教学观认为，在教学过程中，教师的责任是对学生的学习进行引导和帮助．帮助学生在主体自身的经验范围内重新组织内部的认知结构，以“适应”现实，建构起自已对内容和意义的理解．本课题对高三一位学习困难生解答数学题目进行追踪研究，发现他的解题过程的特点，知识的缺陷，题目解答不了的原因．然后根据他的学习特点和错误原因，有针对性地给予解题指导，使他建构起自已对题意的理解和题目的解答．通过实例指导、个案分析和个案研究，归纳总结出指导学习困难生解答题目的一些策略．

2   问题的界定

学生数学解题的策略是为了实现解题目标而采取的方针．解题策略介于具体的求解方法与抽象的解题思想之间，是思想转化为操作的桥梁，作为方法，一方面它是用来具体指导解题的方法，另一方面它又是运用解题方法的方法、寻找解题方法的方法、创造解题方法的方法．解题策略的思维基础是逻辑思维、形象思维、直觉思维的共同作用，离开逻辑是不行的，单靠逻辑是不够的．如果把解题策略理解为选择与组合的一系列规则，那么这些规则应该具有迅速找到较优解题操作的基本功能，能够减少尝试或失败的次数，能够节省探索的时间和缩短解题的长度，体现出选择的机智和组合的艺术．

3   对一个个案的研究

艾W是一位高三级男生，其父母对艾W的学习活动比较重视，艾W本人学习态度较好，基本能按要求完成学习任务，但学习效果欠佳．究竟什么原因造成他学习有困难呢？他在学习过程中有哪些具体的特点呢？如何去指导他的学习呢？究竟有哪些指导策略呢？本课题对他的学习进行追踪研究．

结合建构主义教学理论和学习理论，我通过指导他解答数学题目，对他的解题建构过程的特点、错误的原因进行分析，并进行数学学习困难生解题指导策略研究．研究过程采用了实例观察法，实例问答法，实例指导法，取得了较好效果．

个案一
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例题  如图，是某汽车维修公司的维修点环形分布图．公司在年初分配给
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四个维修点某种配件各50件．在使用前发现需将
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四个维修点的这批配件分别调整为
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，
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，
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，
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件，但调整只能在相邻维修点之间进行，那么要完成上述调整，最少的调动件次（
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件配件从一个维修点调整到相邻维修点的调动件次为
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）为（   ）.
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 艾W很快就得出了答案：由
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调10件到
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，由
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调5件到
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，由
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调1件到
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．选
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．这也正是好些资料给出的答案．

选
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是正确的，高考可以得满分．但这算不算一次成功的解题呢？我们认为是典型的“会而不对，对而不全”．于是提出了一些问题与学生对话．

教师：能说说调运方案产生的由来吗？ 

艾W：因为
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，
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的配件都要减少，
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，
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的配件都要增加，所以从
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调配10件到
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，从
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调配5件到
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，这时
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，
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已调配到位，而
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多了1件，
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还少1件，故再从
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调配1件到
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．

    教师：说得很好，确实把你调运方案的由来说清楚了．但是，为什么16是最少的呢？为什么要“从
[image: image39.wmf]A

调配10件到
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”呢？

    艾W：（意外，为难，笑一笑）我感到由
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给
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少了不行，由
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给
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少了也不行，由
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给
[image: image46.wmf]D

恰好1件、多了少了都不行．所以，16应是最少的．

教师：这是否意味着这个“最少的调运方案”是“不能更改”的，惟一的？

艾W：可能是吧，“最少的”应该是惟一的吧．不过，“最少值惟一”，取“最少值”的途径倒是可以不惟一，问题是本例的方案很可能是惟一的．让我想想．

……（思考良许，没有进展，教师作启发）

教师：让我们还回到“为什么要从
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调配10件到
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”的问题上来，你刚才说“
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给
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不能少于10件”是吗？对的，因为那样一来，
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多于40件，就还得给
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调配，而
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是要减少的，
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就还得给
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调配，由于
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还没够61件，
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就还得给
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调配，相当于
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的配件经过
[image: image60.wmf]B

、
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到
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，增加了“重复调配”（或说“中转量”）的件次，所以“
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给
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不能少于10件”．那么，
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给
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多于10件行不行？

    艾W：多于10件的话？那
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就不够40件了，若拿
[image: image68.wmf]B

再补上，这会不会增加“重复调配”的件次，从而不是“最少的”调运方案．

教师：试试看，当初你的调运方案中
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也是不够的，补充了
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的5件之后，才有多出的1件运到
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．如果不“重复调配”的话，由
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调10件到
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，由
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调4件到
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并直接由
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调1件到
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，共计10+4+1=15件次就够了，问题是，这与“调整只能在相邻维修点之间进行”不符．

艾W：（高兴）对了，由
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调11件到
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，由
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调1件到
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且调4件到
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，这也是16件次．（很快晴转阴）不过，这样一来，还真成问题了，会不会还有第三个方案也是16件次，会不会还有一个我没有想到的方案、15件次就能完成？老师，15到底行不行？

……

对话环绕着
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取最少值16的两个要求展开：（1）任意情况下
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，（2）存在一个方案使
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．其中遗漏“任意情况下
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”是“会而不对，对而不全”的根源，现在，通过启发，学生已经自己找出问题、自觉提出问题了，这正是对话的目的．接下来，我们得出问题的一般性解法，作为这个讨论的初步结束．

在这个寻找错漏根源的对话中自然涉及到5个问题：

（1）调运方案“由
[image: image87.wmf]A

调10件到
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，由
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调5件到
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，由
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调1件到
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”是怎样得来的？

（2）有了一个调运“16件次”的方案，为什么16就是最小值？

（3）实现16件次的调运方案是惟一的吗？能说明没有第三个方案吗？

（4）会不会还有一个我们没有想到的方案“15件次”就能完成？能证明调动件次不会少于16吗？

（5）除了尝试，问题有一般性解法吗？

纠正“会而不对，对而不全”必须提供正确的解法，本例下面的解法更贴近题目深层结构、便于推广．
设维修站
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向维修站
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调动的配件数为
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，当
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时，表示调配按逆时针方向进行；当
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时，表示调配按顺时针方向进行；当
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时，表示
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之间无调入调出．
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调配的总件次为
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当
[image: image104.wmf]510,

10

B

B

x

x

-££

ì

í

-££

î

时，不等式取等号，得y取到最少值16有两个方案：

（1）
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 即由
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，由
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调5件到
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，由
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调1件到
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即由
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调11件到
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，由
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调1件到
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，由
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调4件到
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个案二

[image: image140.emf]例题  已知定点A（3，0），P是单位圆x2+y2=1上的动点，∠AOP的平分线交PA于M，求M点的轨迹方程．

艾W：画出图形（这说明他懂得利用图形帮助思考）．流露出不想做的神情（这说明他解题的积极性不高，碰到困难容易低头，缺乏钻研精神．在指导教师的鼓励下，他终于继续思考下去）．

艾W问：AM是不是等于PM（这说明他题意理解不清）．

教师：已知的是角平分线．

艾W答：∠POM=∠MOA．并问角平分线有什么性质（他想利用已知条件，又不知道如何利用，这说明他现有的相关知识比较贫乏）．

看样子他是真的不懂．所以我只能为他提供
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，所以他写出了PO=1，OA=3，
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，（这说明他定比分点的概念模糊）我说AM与MA不一样，它们表示数量不是距离．所以他更正为
[image: image121.wmf]3

1

=

MA

PM

．并问点P在圆上运动都有这个式子吗？我说是的．过一会儿，没什么动静，我忍不住了，问点M的轨迹知道吗？（我以为他会说不知道，然后把他引导到求轨迹方程的方法上：末知轨迹的类型，求轨迹方程一般可用轨迹法，即设M（x,y），然后列x、y的关系式．）没想到他竟然说轨迹是椭圆，我问为什么？他说出了P点在几个特殊位置时，M点的位置好象在椭圆上，所以猜椭圆．我说很好（虽然结论错，但他懂得用特殊位置去作猜想，这种想法应该鼓励．这也说明他能用运动观点思考问题）．但你必须证明你的猜想，也就是说你必须求出M的轨迹方程后才知道猜想是否正确．

如何求呢？我提示设点M的什么，他说坐标(x,y)，我问要x、y干什么？他说列x、y的关系式，我说很好，你列式（这说明他懂得求轨迹方程是求出点的坐标x,y的关系，应该加以肯定）．过了一会儿，他说不懂（这表明他不懂利用
[image: image122.wmf]3

1

=

MA

PM

来列x,y的关系，不懂它的几何意义）．我提示他用坐标表示
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，他问是不是要设P的坐标，我说是的．所以他设P(x1,y1)，但还是写不出来（原来他用坐标表示数量还不懂）．我说终点减起点，他才写出
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，我说y的关系呢？他又写出
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，并写出x1=2x-1，y1=4y（两式化简都算错），并把x1、y1代入圆方程得(2x-1)2+(4y)2=1，并化简为x2-x+4y2=0，但他还不知道这是椭圆的方程．我说，如果按你的结论的确是椭圆，但运算过程有错．经重新计算，才算对结论．（值得高兴的是他用了代入法求x,y的关系，遗憾的是他总是算错！）

分析：从整个数学活动过程来看，教师参与活动的程度比较大，指导的次数比较多，学生自我表现出来的知识比较少．这说明本问题与该生的实际水平有一定的距离．同时也看到，该生的知识缺陷较严重，转化能力、运算能力较差．张Z的直观形象思维能力不弱，表现在他画图正确，且能利用图形运动作猜想，这也说明他有数形结合思想和运动观点．此外他基本懂得求点的轨迹方程实质上是求点的坐标x,y的关系，懂得用动点在圆上，它的坐标适合方程，来建立x,y的关系，其实这是用代入法求轨迹方程的方法．

从他参与数学活动的态度来看，一开始他就知难而退，可能是要用到的知识多数不懂，没有信心，但在教师的帮助下及时补上了相关的知识后，在教师的鼓励下，还能主动思考，积极提问，克服重重困难，理清了解题思路和解题过程．这说明他能接受外围信息，逐步克服困难，重新组织内部的认知结构．但花费的时间较多，学习的效率较低．

艾W对本问题没办法独立完成的主要原因有：①现有的相关知识缺陷较严重．例如角平分线的有关性质不懂，定比分点的有关知识不懂等等．②运算、推理能力较差．例如对“
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”的化简错误，对“x2-x+4y2=0”不会配方等．③联想、转化的能力较差．例如对“
[image: image129.wmf]3
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”一直不会联想到定比分点问题，或者转化为坐标关系等等．

4   结果与启示

对于个案一，由这个过程可以看到：

1．如果满足于考试得分，那么一开始的解法就可以实现，但是，那个解法是典型的“会而不对，对而不全”．有了调运“16件次”的方案，只能排除17，18件次为最小值，还不能排除15件次，解法存在明显的逻辑性错误．

2．问题的一般性求解，是一个建立数学模型（函数模型）的“问题解决”过程，学生在这个过程中体验了“怎样解题”、“怎样学会解题”，怎样“数学地思维”．

3．求解中用到了“用字母表示数”的基本数学思想．有趣的是，设
[image: image130.wmf],,,
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时负数进入到应用题，为列出约束条件（方程组）提供了方便．

4．求解中用到了“函数与方程”的基本数学思想．对约束条件（方程组）又用到了“消元法”，并且消元途径是不惟一的（有开放性）；对目标函数则用到了“放缩法”（放缩有技巧，细节决定成败）．

在上述对话和求解中，我们感到题目本身有很好的层次性，为了具体探讨问题求解的思维层次，我们组织了一次测试．并把高考选择题改为解答题，以呈现学生解题的思维过程．
如图，是某汽车维修公司的维修点环形分布图．公司在年初分配给
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四个维修点某种配件各50件．在使用前发现需将
[image: image132.wmf],,,
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四个维修点的这批配件分别调整为
[image: image133.wmf]40

，
[image: image134.wmf]45

，
[image: image135.wmf]54

，
[image: image136.wmf]61

件，但调整只能在相邻维修点之间进行，那么要完成上述调整，最少的调动件次（
[image: image137.wmf]n

件配件从一个维修点调整到相邻维修点的调动件次为
[image: image138.wmf]n

）为多少？

 四周之后，我把此题作为后测，结果表明，有85%的学生到达思路正确，定义域与函数关系都对，但求最小值仍有“对而不全”的地方．有38%的学生结论正确、条理清晰、书写规范．
对于个案二，根据多次的辅导了解和这个个案的深入分析，我认为艾W等同类学生的学习有如下特点：

①知识结构：基本概念多数模糊不清，知识结构严重残缺。

②思维能力：直观思维强过抽象思维。思维方法比较单一。

③经验题感：缺乏一定的解题训练，没有足够的解题经验。

④情感态度：对数学的学习兴趣不高，缺乏知难而进的意志。

⑤能力因素：运算、推理能力较差，联想、转化能力较弱。

指导学生分析典型例题的解题过程是学会解题、形成解题策略的有效途径，至少在没有找到更好的途径之前，这是一个无以替代的好主意．

我们将其总结为“学会学解题的四步骤程式”．
第1步：简单模仿． 即模仿着教师或教科书的示范去解决一些识记性的问题．
第2步：变式练习．即在简单模仿的基础上迈出主动实践的一步，主要表现为做数量足够、形式变化(干扰性)的习题，本质上是进行操作性活动与初步应用．
第3步：自发领悟．即在模仿性练习与干扰性练习的基础上产生理解——解题知识的内化(包括结构化、网络化和丰富联系)．
第4步：自觉分析．即对解题过程进行自觉的反思，使理解进入到深层结构．
这四个阶段与数学学习的一般过程是吻合的，但由于数学解题是一种创造性活动，因而，它只是符合“钥匙原理”，而非打开一切题目大门的万能钥匙．

当前的重点应是加强第4阶段的教学与研究．这是一个通过已知学未知、通过分析“怎样解题”而领悟“怎样学会解题”的过程，也是一个理解从自发到自觉、从被动到主动、从感性到理性、从“基础”到创新、从内隐到外显的飞跃阶段，操作上通常要经历整体分解与信息交合两个步骤．这个阶段与解题书写的最后一个环节（检查验算）是有区别的，它不仅反思计算是否准确、推理是否合理、思维是否周密、解法是否还有更多更简单的途径等，而且要提炼怎样解题和怎样学会解题的理论启示（有构建“数学解题学”的前景）．相对于认知结构的改变而言，这一步具有形成并强化新认知结构的功能．

以上的若干指导策略，虽然只是通过对一位学生对数学的学习研究而得出的结论，不一定带有普遍的指导意义，但是本人认为对于如何指导学生解题策略的形成进行数学知识的建构、内化是有参考价值的。

   【参考文献】
1  罗增儒著．中学数学解题的理论与实践，广西教育出版社，2008

2  李士錡、李俊主编，数学教育个案学习，华东师大出版社，2001

3  波利亚著．怎样解题
[image: image139.wmf][

]

M

．阎育苏译．北京科学出版社，1982
1
- 7 -

_1242822970.unknown

_1251131159.unknown

_1251133494.unknown

_1269267227.unknown

_1269267261.unknown

_1269267276.unknown

_1269267239.unknown

_1269258354.unknown

_1269267208.unknown

_1266042373.unknown

_1251131974.unknown

_1251132002.unknown

_1251133329.unknown

_1251131986.unknown

_1251131175.unknown

_1251131686.unknown

_1251096568.unknown

_1251096584.unknown

_1251096594.unknown

_1251096606.unknown

_1246773927.unknown

_1246774143.unknown

_1250973969.unknown

_1246777020.unknown

_1246777291.unknown

_1249304670.unknown

_1246776368.unknown

_1246774033.unknown

_1246773696.unknown

_1246773917.unknown

_1242822980.unknown

_1242822975.unknown

_1242818951.unknown

_1242822964.unknown

_1242818958.unknown

_1242819000.unknown

_1242819027.unknown

_1242818953.unknown

_1096285924.unknown

_1242818948.unknown

_1096199570.unknown

_1096199600.unknown

_1096204003.unknown

_1096200794.unknown

_1096183387.unknown

_1096183597.unknown

