论文：
                    类比探究直线与椭圆的位置关系
          新疆石河子第一中学    朱友忠    邮编：832000   手机：13519931358
摘要：一堂《新课程复习课》的教学演义，课后通过整理记录了老师和学生在课堂上如何面对学生提出新问题的探究过程。教师以问题引导学生进行探究，以学生为主，通过已学的知识发现、探究解决新问题，得出结论。探究的结果是成功还是失败并不重要，最重要是探究的过程，师生之间感到特别欣慰。

关键词：课堂教学、类比、提出问题、探究学习、特殊、一般、发现、问题解决
背景：在《实验班》课堂上，复习椭圆与直线的位置关系时，其中有一个问题是“怎样判别直线与椭圆的位置关系呢？”

学生甲：回答说，将直线方程与椭圆方程联立方程组，消去“y”或“x”就得到“关于x的一个一元二次方程”或“关于y的一个一元二次方程”再计算判别式△， ①若△=0，说明直线与曲线有一个公共点，即“相切” ②若△>0,说明直线与椭有两个交点，即“相交” ③若△<0，说明直线与椭圆没有公共点，即“相离”。问题回答非常正确。
话音还未落，突然学生乙便举手提问：老师，我们在判断直线与圆的位置有两种方法即“代数法也叫判别式法△”和“几何法，即用圆心到直线距离进行判别”，在解决问题时，经常用的是“几何法”来判别它们的位置关系，那么“直线与椭圆的位置关系”有类似判别方法吗？
当时我一愣，心想，平时都是用判别式△来解决的，也没有往这方面去想，于是我思索片刻就说：“这个问题提得非常好，同时也把同学乙也称赞一番，有自己见解，敢于提出新的问题。这个问题有待同学们进行探究一下。

提出问题1：如何用“几何法”判别“直线与椭圆的位置关系呢”？

分析问题：因为同学们都知道椭圆的离心率e∈(0,1)，当e=0时，椭圆就成了圆，也就是说，圆的离心率是0，即椭圆的两个焦点的距离越接近0时，椭圆就越接近圆，椭圆的两个焦点重合时，椭圆就是圆。判别直线与圆的位置关系是用圆心到直线的距离进行判别的，那么我们不妨试一试，先求出椭圆两焦点分别到直线的距离记为d1，d2。

提出问题2：怎样寻找d1，d2与椭圆中的长半轴a，短半轴长b或半焦距长c是否存在某种特殊的关系？首先研究特例。

例1：设F1、F2是椭圆Γ:
[image: image1.wmf]9
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=1的两个焦点，点F1、F2到直线l1：x-y+
[image: image2.wmf]34

=0的距离分别为d1、d2，(1)求d1，d2的值，(2)观察寻找d1、d2的值与椭圆中的基本量的关系。
由于时间的关系，采取分工的原则：     由题意可得F1(-4,0),  F2(4,0)
①第一组同学：用“代数法(判别式△法)”进行运算。

解：联联立方程
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[image: image4.wmf]34

x+625=0，

△=(50
[image: image5.wmf]34

)-4×34×625=0，   同学很们快计算出△=0，说明直线l与椭圆相切。

②第二组同学：计算d1，同学们很快计算出d1=
[image: image6.wmf]2
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.观察d1与a=5，b=3，c=4相差很大。

③第三组同学：计算d2，同学们很快计算出d2=
[image: image7.wmf]2
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.观察d2与a=5，b=3，c=4相差很大。

④第四组同学：随便采用那种方式解决问题吧。同时进行观察、类比是否有新的发现。
我把同学计算得出的结果有条理地板书在黑板上，让全班同学一起观察。

片刻后，学生丙举起手说：我发现了它们之间的关系。请说出来和大家一起分享一下你的成果，学生丙说：d1•d2=9=b2；真了不起的一个发现。

试问：你是怎样想到计算d1•d2的呢？

学生丙说：在前面已经提到过，当椭圆的两个焦点越接近时，椭圆就接近圆，当点F1、F2重合时，d1=d2，在判别直线与圆的位置关系时，若直线与圆相切时，相切
[image: image8.wmf]Û

d=r，变形为d2=r2
[image: image9.wmf]Þ

d1•d2=9=b2；其实事先我也计算过d1与d2的和，差、积、商，进行了比较，只有d1与d2的积才与b2有种特殊的关系;此时全班同学用热烈的掌声对学生丙的这一发现表示热烈的庆贺。

结论：“d1•d2=b2”， 此结论能判别直线l与椭圆一定相切吗？

例2：设F1、F2是椭圆Γ:
[image: image10.wmf]9
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=1的两个焦点，点F1、F2到直线l2：
[image: image11.wmf]2

x-y+
[image: image12.wmf]5

=0的距离分别为d1、d2，(1)仿照例1的方法过程计算d1•d2的值。(2)判别直线l与椭圆的位置关系.
解：(1)一方面计算：d1•d2=
[image: image13.wmf]3
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|

5

2

4

|

+

=9 ；此时，说明直线l与椭圆Γ就相切吗？
(2)另一方面：联立方程
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[image: image16.wmf]10

x-100=0，  
△=(50
[image: image17.wmf]10

)+4×59×100>0，此时同学们计算出△>0，此时，说明直线l与椭圆Γ一定相交；
通过例1和例2的解答过程，得出的结果，究竟是相交还是相切？我和同学们都感到有些困惑和失望。

问题：d1•d2=b2判断直线与椭圆的位置关系是不是还要添加另外的条件呢？

[image: image54.wmf]34

再探究：请同学们在同一直角坐标系中，认真作出例1和例2的图形，

如右图所示，再进行研究、观察看看有没有新的发现呢？
通过观察图形,可以看出对于直线l1, 椭圆两焦点在直线l1的同侧，

对于直线l2,椭圆两焦点在直线l2的异侧, 这一发现是否有作用呢?

我们有又例举了一些直线进行探究(如y=±3，y=±
[image: image18.wmf]4
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x,…等等)。
结果发现椭圆的焦点与直线的位置有关。于是就有下面的结论：

结论1.当椭圆的两个焦点在直线l的同侧时，有d1•d2=b2
[image: image19.wmf]Û

直线l与椭圆是相切的。
结论2.当椭圆的两个焦点在直线l的异侧时，显然，直线l与椭圆一定是相交的。
再提问:发现(结论1)这个结果：d1•d2=b2能否作为判断直线与椭圆的位置关系的工具呢？
是必然的还是偶然的？对一般性是否也成立呢？

引伸问题3：设F1, F2是椭圆Γ:
[image: image20.wmf]2
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=1(a>b>0)的两个焦点，点F1、F2到直线l：mx+ny+p=0(m，n不同时为0)的距离分别为d1、d2，且直线l与椭圆Γ相切，如何求d1•d2的值？

解：联立方程
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消y可得(a2m2+b2n2)x2+2a2mpx+a2(p2-b2n2)=0

∵直线l与椭圆相切, (说明：椭圆的两个焦点在直线的同侧) 

即△=(2a2mp)2-4(a2m2+b2n2)a2(p2-b2n2)=4 a2 b2n2(a2m2+b2n2- p2)=0  (*)
 ∴  p2=a2m2+b2n2     ①

又∵椭圆的焦点F1(-4,0),  F2(4,0)，其中c2=a2+b2      ②
把①②代入d1•d2中得：
∴d1•d2=
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2

2

2

2

2

2

2

|

|

n

m

c

m

n

b

m

a

+

-

+

=b2。     ∴ d1•d2= b2

引伸问题4：试写出一个能判断直线与椭圆的位置关系的充要条件，并证明。

结论：设F1, F2是椭圆Γ:
[image: image26.wmf]2
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=1(a>b>0)的两个焦点，点F1、F2到直线l：mx+ny+p=0(m，n不同时为0)的距离分别为d1、d2，且F1、F2在直线l的同侧，那么直线l与椭圆Γ相切的充要条件是：d1•d2=b2；直线l与椭圆Γ相交的充要条件是：d1•d2<b2；直线l与椭圆Γ相离的充要条件是：d1•d2>b2；

证明：相切的充分性：由(问题3)得,直线l与椭圆Γ相切
[image: image27.wmf]Þ

d1•d2=b2，命题得证；
相切的必要性：∵d1•d2=b2  ∴d1•d2=
[image: image28.wmf]2

2

|

p

|-mc

n

m

+

+

•
[image: image29.wmf]2

2

|

p

mc

|

n

m

+

+

=
[image: image30.wmf]2
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=b2  即:|p2-m2c2|=b2(m2+n2)
∵F1、F2在直线l的同侧，∴p2>m2c2 ，a2=b2+c2  即：p2= m2c2+ b2m2+ b2n2 代入“△”中得， 

即：△=4 a2 b2n2(a2m2+b2n2- p2)= 4 a2 b2n2(a2m2+b2n2- m2c2-b2m2-b2n2)=0，即:△=0
[image: image31.wmf]Þ

相切
所以，直线l与椭圆相切，命题成立。

即：此条件下这就说明一般性也是成立的；d1•d2=b2是必然的结果。

结论：d1•d2=b2
[image: image32.wmf]Û

直线l与椭圆Γ相切。
相交的充分性：直线l与椭圆Γ相交
[image: image33.wmf]Û

(*)中△>0
[image: image34.wmf]Û

 p2<a2m2+b2n2 


[image: image35.wmf]Û

d1•d2=
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即：直线l与椭圆Γ相交
[image: image40.wmf]Þ

d1•d2<b2， 命题得证；
相交的必要性：∵d1•d2<b2,  ∴d1•d2=
[image: image41.wmf]2
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[image: image43.wmf]2
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< b2, 即:|p2-m2c2|<b2(m2+n2)
∵F1、F2在直线l的同侧，∴p2>m2c2 ，a2=b2+c2  即：p2< m2c2+ b2m2+ b2n2 代入“△”中得， 

即：△=4 a2 b2n2(a2m2+b2n2- p2)>4 a2 b2n2(a2m2+b2n2- m2c2-b2m2-b2n2)=0，即:△>0
[image: image44.wmf]Þ

相交
所以，d1•d2<b2 
[image: image45.wmf]Û

直线l与椭圆相交命题成立。

同理可证：d1•d2>b2 
[image: image46.wmf]Û

直线l与椭圆Γ相离， 故命题得证。

问题：如何判断椭圆的两焦点在直线l的同侧，还是异侧呢？

学生丁归纳：把椭圆的两个焦点坐标分别代入直线方程l中，比较两个数值符号就可以。若符号相反，则两焦点在直线的异侧；若其中有一个数值为零，则直线经过一个焦点。这就可以判定直线与椭圆一定相交；若符号相同，则两焦点在直线的同侧；此时就可以按照上述证明的结论进行判别。

说明：上述命题完全可以作为“工具”应用，判断直线与椭圆的位置关系。
练习：给定五条曲线：①x2+y2=
[image: image47.wmf]2
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=1试用“几何法”判别这些曲线与直线l：x+y-
[image: image52.wmf]5

=0的位置关系。

反思：本来这节课有我所准备授课内容，也没有安排这样的内容，既然学生在课堂上提出这样的问题，那就顺水推舟吧，学生探究的积极性也很高，思维能力也到位，按新课标的要求研究性学习在此得已体现，集体的智慧得出的成果，我感到十分欣慰，在今后的数学课堂上，继续保持这样的惯性，教学相长。通过上面的论证，就直线与椭圆的位置关系而言，有利也有弊，当然“判别式△法”步骤较为简单，而运算量较大，“几何法”步骤有点繁琐，而容易计算，快速得出结果。
没有做不到，只有想不到，问题是磐石更是探究的阶梯，有了问题就可以推动探究的过程，成功还是失败并不重要，最重要是探究的过程。要学好数学，利用数学知识解决问题，是多么需要有一点提出问题能力。
思考题

引伸问题5：摹仿(问题4)中的推理过程，请同学们给出判定“直线与双曲线位置关系的充要条件”；并证明。
充要条件是：

结论1：当直线l与渐近线平行(不重合)时，显然，直线l与双曲线的一支必定相交，有且仅有一个交点；当直线l与渐近线重合时，没有交点；
结论:2：当双曲线的两个焦点在直线l的同侧时，且直线l与渐近线不平行也不重合时，显然，直线l与双曲线必定相交，有且仅有两个交点；

结论:3：当双曲线的两个焦点在直线l的异侧，且直线l与渐近线不平行也不重合时，那么

①直线l与双曲线Γ相切的充要条件是：d1•d2=b2；

②直线l与双曲线Γ相交的充要条件是：d1•d2<b2；

③直线l与双曲线Γ相离的充要条件是：d1•d2>b2；
不妨试一试,证明问题5(结论3).       
                                   新疆石河子第一中学    朱友忠   
邮编：832000   手机：13519931358

论文：              

注重创设思维环境

新疆石河子市一中   朱友忠  邮编：832000   手机：13519931358

关键词：思维环境，人文环境，趣味环境，实验环境，障碍环境，类比环境，归纳环境，余尾环境，美感环境。

主要内容：我在教学实践中深深体会到，创设数学思维环境是提高数学教学质量不可缺少的，而又至关重要的一个环节。教师在备课时，必须深入钻研、挖掘教材中的思维环境的创设，形成教学理念。充分发挥学生的主体能动作用，激发学生的好奇心。为学生创设一个不仅吸收、了解课外知识，而且又在活跃的气氛中轻松愉快地理解、掌握所学知识的良好平台。

恩格斯说：“思维着的心是地球上最美的花朵” 。正如《新课程教材》的推进与实施更需要教师在教学过程中渗透数学思维的环境及创设。思维活动的效果不仅受到思维者的周围环境影响，而且取决于思维者的情感和强烈的求知心境。因此教师在教学过程中应积极地结合教材和学生的年龄特征给学生创设一个良好的思维环境，激发他们的学习兴趣和求知欲望，把学生置于注意力最集中，思维活动最积极的状态，从而提高思维活动的效果。现就高中数学《新课程教材》教学过程中的思维环境及创设在此把我的体会作些简单的介绍：
  一、创设人文环境

《新课程教材》虽然内容有所调整，但是人文性的知识增强了，也是《新课程教材》的主要特点之一；所谓人文环境就是根据教材所编排的知识，在上课之前，将有关人文趣事以故事的方式简单作一介绍，让学生了解这章知识的创始人。学习这章知识的作用及其重要性。从而使学生产生敬佩和羡慕的心情，以实现人生理想。这样就能把学生原有的动机、兴趣以人文轶事转移到学习上来，以激发学生的新的学习动机和兴趣的环境，心理学研究表明：在学生缺乏学习的动机和兴趣的情况下，往往可以利用学生喜欢做游戏和听讲故事等活动的动机和兴趣，把这种动机和兴趣转移到学习上去，从而使学生对将要学习的知识产生强烈的欲望和要求。例如，讲授选修系列《1-1或2-1》中的内容“常用逻辑用语”之前，可简单地介绍布尔是《逻辑代数》的创始人，文中写道：“甲、乙二人合管一个仓库的故事，再用实物进行演示”。又如，讲授《必修5》中的内容“线性规划”之前，可以介绍我国数学家华罗庚从小是如何学习数学的，在研究《运筹学》这门数学分支上作出的巨大的贡献；如《必修1》中“集合”的内容时，集合的创始人；如《必修2》中“平面解析几何”的内容时，平面解析几何集合的创始人；…等等。这样，学生就把听故事的动机和兴趣在教师的引导下不知不觉地转移到学习新知识的环境中去，从而达到教学的目的。

二、创设趣味环境

所谓趣味环境就是利用一些数学问题的趣味性，创设一种能有效地诱发学生的学习动机和兴趣的环境。使学生的大脑处于最活跃的思维状态，促使学生愉快地学习，敏锐地探索。例如，讲授必修1中的内容“对数计算”的教学中，我手中拿一张白纸说：“若将这张白纸对折50次后，它的高度比地球到月球的距离还要远，我们顺着它能登上月球去旅游，去品尝吴刚捧出的桂花酒。”学生听后感到十分惊讶，从而对把纸对折50次后的高度计算产生了浓厚的兴趣。然后，抓住时机就把学生愉快地引到“对数计算”的研究中去。又例如，讲授《必修5》中的内容，“等比数列前n项和”的计算内容时，可举例“印度国王与象棋”的故事；再又如，讲授《必修2》中的内容“有关球的计算”的教学中，我朗诵唐代诗人王之涣在《登鹳雀楼》中的名句：“欲穷千里目，更上一层楼”。其楼是三层高，但凭此高度，诗人想看到千里之遥是不可能的，那么请你替诗人计算一下“欲穷千里目”必须登上多高的楼？此时就把学生的注意力高度集中起来，使学生达到解决问题的求知欲望。从而提高了学生积极思维活动达到非常好的效果。

三、创设实验环境

所谓实验环境就是在讲授新知识之前，提供与之有关的数据和教具，在教师的指导下，让学生动手操作，实验，总结，从而创设一个按数学家的思维方式研究探索的模拟环境。启发学生象前人形成、发展的过程和规律，从中促进思维的迁移。例如，在学习《必修2》中的内容“柱体的体积计算”时，让学生自己准备两张大小、形状完全一样的软纸板和沙粒等材料，让学生各自分别作成一个底面是圆形的柱体和底面是其它几何图形的柱体（使得两个几何体的高相等）。通过学生自己动手装入沙粒后，就可以说明那种几何体的容积最大。这样学生主动地，独立地发现数学问题的发生，结合理论证明，从而得出结论：面积相同的材料制作圆柱体的容积最大，也就是说容积一定时，制作圆柱体的容器用的材料最少。正如生活中在我们身边圆柱体的容器广泛的使用。从而使学生由原来的被动接受，变为主动思索，调动了学生思维的积极性。

四、创设障碍环境

所谓障碍环境就是教师根据教材特点设计一些特殊问题，在教师的引导下，学生在学习中产生疑问，在探索中遇到障碍，形成心理学上的“认知冲突”立即产生解疑除障的强烈要求，然后教师利用这一积极的心理气氛，引导学生在困惑中经过艰难的探索而获得成功。例如，在讲授《必修5》中的内容“均值定理的应用”时，可先让学生解此题：求y=sinx+
[image: image53.wmf]x
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,（0<x<π）的最小值；同学们很快就得出答案最小值为4，当且仅当 sinx=2时取得最小值。我又问sinx=2成立吗？经过分析发现“=”取不到。其实此题根据函数的单调性，或者画出该函数的大致图像，通过观察（数形结合）由sinx=1时，函数的最小值为5。这样不但使学生明确了均值定理应用“失”的原因，而且掌握了“均值定理应用”的方法，同时学生的思维能力得到了锻炼和培养。象这样在学生力所能及的范围内设置一些“障碍性的问题”，同样可以碰撞出思维的创造性火花。

 五、创设类比环境

类比是可以信赖的老师。所谓类比环境就是教师利用知识之间联系的特点，把一些与新知识概念相似，结构相同的知识呈现给学生，然后引导学生分析比较新旧知识之间的相同点与不同点，从而发现知识的规律。例如，在讲授《必修1》中的内容“对数性质”时可与“指数性质”比较；又如，在讲授《必修5》“等比数列性质”时可与“等差数列性质”比较；在讲授《必修2》“立体几何”时可与“平面几何”比较；在讲授《必修5》中的内容“正弦定理与余弦定理”的比较；…等等。象这样不但使学生较快地掌握了知识的要点，而且锻炼了学生的分析、总结、探索的能力。

六、创设归纳环境

所谓归纳环境就是对某些特殊个别的材料进行分析、总结、比较，从特殊中归纳出一般的带有普遍性的结论。这种环境能使学生获得象数学家发现新知识一样的快乐，激发他们的学习的兴趣。例如，在讲授《必修5》“数列在生活中的应用分期付款”的内容时，可先让学生计算一些简单特殊的付款方式；然后启发学生分析、比较通过这些算式的过程归纳出一个分期付款的公式。再将这一过程推广到一般的分期付款的公式；…等等；正如新课程的编排意图是在每一节内容几乎都是由特殊抽象概括到一般；象这样的创设环境使学生在课堂上轻松而又愉快地掌握了这节课的重点知识，尝试到柳暗花明成功的喜悦。

七、创设余尾环境

所谓余尾环境就是在一节课或一部分知识的讲授结束之际，要恰当的留下一个“尾巴”，使学生感到言而未尽，以引起他们探索“未尽”的兴趣，为下节课或课外知识的学习埋下一笔。如《必修4》中学完“两角和与差的正弦、余弦、正切公式”后可提出“二倍角、三倍角、半角公式又如何推导？”又如，在讲解某题时，如果有“多种解法或一题多变”必要时留下悬念，…等等；象这样短短的几句话创设的环境可使学有余力的学生积极去探索、研究、发现新的解题方法，从而使学生主动去思维提高能力。

八、创设美感环境

所谓美感环境就是在数学教学中根据教材的特点，从审美角度，为学生创设思维环境，激发学生的数学美感，让学生沉浸在数学美的享受中，自发产生求知欲望，轻松愉快地学习。如在学习《必修1》中“奇函数、偶函数图像”的内容：以及《必修2》中“圆”的知识等内容都具有对称美；如在学习选修《1-1或2-1》中“圆锥曲线定义”的统一美；离心率为黄金分割值的椭圆称为优美椭圆；教材中一些公式、法则、性质等表达形式简洁、和谐的美；对问题的解决有一种快乐享受的美；…等等。

除了上述几种思维环境的创设以外，在平时的教学中还有很多有利于思维活动环境的创设，这就需要我们广大教师在教学中认真研究《新课程教材》；在教学中针对学生的年龄特征，根据《新课程教材》的特点和教育心理学原则，恰当地创设适合于调动学生学习的积极性、提高思维效果的良好环境是非常必要的。
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