让习题的价值在探索中深化升华

前苏联数学教育家奥加涅相在《中学数学教学法》中指出：“必须重视很多习题潜在着进一步扩展其数学功能、发展功能和教育功能的可能性，……。”在数学教学中，如何开发习题的价值？如何引导学生寻求习题的内在变化规律及其之间的联系，准确把握习题的特征，拓展学生的思维视野，探究问题的结构组成，引导学生进行类比、联想、发散、深化和升华，恰当地拓展和延伸，达到举一反三、触类旁通的效果，发挥好习题的潜在功能？笔者根据平时的教学实践，结合新课标，浅谈在数学习题教学中的“四多”做法。
1、 一题多解，训练学生思维的广阔性

一题多解可启发学生广泛联想，拓宽思维的广度，即使是比较简单或熟悉的问题，也不要满足于学生会做，而要求学生从不同角度、用不同的方法去解决，以达到以一当十的效果。
例1 已知函数
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此题即证不等式
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。我们可从此不等式的结构入手，从不同角度探究其多种证法。

（1）平方法

要证
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（2）利用分子有理化
左边=
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即
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  （3）以三角函数知识为背景

设
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故只需证：
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（4）以解析几何知识为背景

将
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（5）以复数知识为背景

设
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（6）以向量为背景

设
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（7）以曲线方程为背景

视
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为曲线方程，即表示的曲线为双曲线
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因为
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是双曲线上任意两点的斜率的绝对值，

因为双曲线的渐近线的斜率为
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2、一题多断，训练学生思维的深刻性                            图1
   弗赖登塔尔曾经说过：“数学知识既不是教出来的，也不是学出来的，而是研究出来的。因而学校的数学教学必须就学生通过自身的实践来主动获取知识，让学生在学习中掌握进行再创造的方法，以便进行数学化。”

     一题多断可促使学生去发现问题、分析问题、解决问题，培养他们的创造和主动探究知识的能力。通过类比、分析、联想，来培养学生的解题能力。
如图2所示，
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这四个量之间的不等量关系。

本题具有极大的开放性，我们可以得出多种不同的结果。

下面先列出几个常用的已知结论：
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  （射影定理）


[image: image50.wmf]ch
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   （等积式）                                      图2
让我们展开想象的翅膀，从不同的角度思考，至少可以得到以下结论：

（1）
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以上（1）（2）是利用初中平面几何知识中“三角形的大角对大边”、“三角形两边之和大于第三边”得出的简单结论。
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因为
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（4）
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本结论也可用几何法证得。

（6）
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（11）
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这里我们还可以将结论（6）改进为
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3、一题多变，训练学生思维的灵活性

荷兰著名教育家弗赖登塔尔认为：“学习数学的唯一正确方法是实行`再创造`，也就是由学生本人把要学的东西自己去发现或创造出来，教师的任务是引导和帮助学生去进行这种`再创造`的工作，而不是把现成的知识灌输给学生。”
一题多变可引导学生积极思考，挖掘思维的深度。在讲解
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上单调性时，我们对这题的条件结论做了一系列的变化，形成了一套题组，步步深入、层层递进，从而培养了学生的自主获取知识的能力及灵活应变的能力。
例3  证明：
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上是减函数。（人教版高中数学第一册（上）
[image: image82.wmf]59

.

P

）

变式一：证明函数
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上具有单调性。

如此变式，意在培养学生对字母参数的分类讨论思维。

变式二：判断函数
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如此变式，意在培养学生的辩证思维，字母
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变式三：讨论函数
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的单调性。
如此变式，意在培养学生综合思维能力，能否合理巧妙地处理好字母参数
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变式四：

（1） 画出函数
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（2） 
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（3） 求函数
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如此变式，意在培养学生的应用能力，引导学生应用所学知识解决其他问题的创新思维。正如俄国最伟大的作家列夫
[image: image98.wmf]·

托尔斯泰所言：“知识，只有当它靠积极的思维得来，而不是凭记忆得来的时候，才是真正的知识。”
4、一题多推，培养学生主动学习、主动探究知识、灵活应用知识的能力

前苏联教育家瓦
[image: image99.wmf]·

阿
[image: image100.wmf]·

苏霍姆林斯基在《给教师的信》中这样说道：教育者应当深刻了解正在成长的人的心灵。当我听到或者读到对人的个别对待的态度这些词的时候，它们在我的意识里总是跟另一个概念——思考——联系在一起的。教育——这首先是活生生的、寻根究底的、探索性的思考。没有思考就没有发现（哪怕是很小的、咋看起来微不足道的发现），而没有发现就谈不上教育工作的创造性。
在讲解习题时，在理解教材中所反映的一般过程、方法或思路后，鼓励和诱导学生多方探求，多角度认识和把握新知，通过对题中的条件和结论的加强与减弱拓展推广得到一些新的结论。

通过多种角度推广引申的体验，加强学生举一反三、触类旁通和应变能力，对培养学生思维的灵活性和广阔性，培养学生的创新意识极有价值。

例4 平面几何中一个定值问题的推广。

命题1  正三角形内任意一点到其三边的距离之和为一定值。

这是一个常见题，利用面积方法很容易证明该命题，且题中的定值为正三角形边上的高线长度。
如果取消边数的限制，则命题1这一命题又可以推广为如下命题：

推广1  正
[image: image101.wmf]n

边形内任意一点到其各边的距离之和为一定值。
如果取消平面图形的限制，则命题1可以推广为如下命题：

推广2  正四面体内任意一点到其各面的距离之和为一定值。

进一步取消面数的限制，推广2又可以推广为如下命题：

推广3  正多面体内任意一点到其各面的距离之和为一定值。

那么，如果取消“点在三角形内”这一限制，对命题1又该如何推广呢？（此时进一步激发学生求知欲）

显然，当点在正三角形外部时，该点到三角形三条边所在所在直线的距离之和将大于正三角形边上的高（这一点用面积法很容易证明），而且也不是一个定值。因此，取消“点在三角形内”这一限制，命题1的结论将不成立。
这时，我们可以引入“有向距离”这一新概念：“三角形所在平面上一点
[image: image102.wmf]P

，若它与该三角形内部任意一点均在三角形某条边所在直线的同侧，则定义点
[image: image103.wmf]P

到该边所在直线距离为正；若在异侧，则定义为负。”
有了正、负距离的概念，取消“点在三角形内”这一限制后，命题1就可以推广为如下命题：
推广4  正三角形所在平面上任意一点到其三边所在直线的有向距离之和为一定值。

仍可用面积方法证明推广4，且题中的定值还是正三角形边上的高线长度。

通过对这些习题的“四多”探究，不但沟通了习题之间的内在联系，建立了知识网络，而且学习了数学探究的一些思想方法。

具有较强横向联系特征和纵向联系特征的习题，能多解、推广、或可拓宽结论的习题，包括开放性结论的习题，都可作为数学探究教学的素材，这些素材在课本及课外习题中大量存在，关键是教师要做有心人。既然要引导学生对数学问题进行探究，教师自己首先要成为一个探究式的研究型教师。
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