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本节课题：空间成角问题
本节教学目标：

　　掌握空间两条直线(特别是异面直线)、空间直线和平面(特别是斜线和平面)、空间两平面所成的角的概念及求法：

本节教学重点：空间各种成角概念及求法；

本节教学难点：二面角的平面角的作法；

本节教学过程：

例1．已知正四面体A-BCD，E是BC的中点，F是AD的中点。(1)求异面直线AE和CF所成的角；(2)直线CF与面BCD所成的角；(3)求二面角A-BC-D的大小；

解：(1)解法1：如下图，把正四面体A-BCD补成正方体MCNB-ATDS设其棱长为1。

　　连结MN，FN，则有平行四边形AENF，∴FN//AE， ∴∠CFN为异面直线AE和CF所成的角，

　　在ΔCFN中，CN=1，CF=FN=
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　　∴∠CFN=arccos
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　　解法2：如上图，连结ED，在ΔAED内作FO//AE交ED于O，连OC，

　　则∠CFO为异面直线AE与CF所成的角，令AD=1，则FC=
[image: image5.wmf]2
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　　∵F为AD中点，∴ FO=
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又ED=AE=CF=
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，又O为ED中点， 

　　∴ OE=
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， ∴在RtΔOEC中，OE=
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　　∴在ΔCFO中，且OC=
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　　解法3：如左图，取AC中点O，在ΔABC内作OM//AE交BC于M，
[image: image98.png]


    在ΔACD内作ON//CF交AD于N，连MN，则∠MON或其补角为AE和CF所成的角，

　　令AD=1，则NF=EM=
[image: image17.wmf]4
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，AD与BC公垂线段EF长为
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　　又ON=OM=
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，AD⊥BC，∴ 由异面直线AD、BC上任两点间距离有MN2=NF2+EM2+EF2=
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5

， 

　　∴ΔMON中，cos∠MON=
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　　∴其补角为所求，且cos
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(2) 解法1：
    如图，作AS⊥平面BCD于S，∵AB=AC=AD， ∴ SC=SB=SD， 

　　又BC=CD=BD， ∴ S为ΔBCD中心，连ED，则S在ED上。

　　在ΔAED内作FO//AS交ED于O，则FO⊥平面BCD，连结OC，则∠FCO为直线CF与平面CD所成的角。

[image: image99.png]A5



　　令AE=1，则CF=ED=1， ∴ SD=
[image: image26.wmf]3
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ED=
[image: image27.wmf]3
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， ∵ F为AD中点， ∴ O为SD中点，

　　又AS2=AD2-SD2=
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　　∴RtΔFOC中，sin∠FCO=
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解法2：连结ED，∵正四面体， ∴AE⊥BC， ED⊥BC， ∴ BC⊥平面AED， ∴ 平面AED⊥平面BCD于ED，

[image: image100.png]


    在ΔAED内作FO⊥ED于O，则FO⊥平面BCD,连结OC，则∠FCO为直线CF与平面BCD所成的角。

    在ΔAED内作AS//FO交ED于S，则AS⊥平面BCD，

    其它过程同解法1。

(3)解法1：

    连结ED，∵正四面体各棱长相等，E为BC中点，∴AE⊥BC，ED⊥BC， 

　　∴∠AED为二面角A-BC-D的平面角，令AD=1，则AE=ED=
[image: image34.wmf]2
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在ΔAED中，cosAED=
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解法2：如右图，作AO⊥平面BCD于O，∵ 正四面体，E为BC中点， ∴ AE⊥BC，

[image: image102.png]


    连EO，则EO⊥BC， ∴∠AEO为二面角A-BC-D的平面角， 

    ∵ AB=AC=AD， ∴ O为ΔBCD的中心，连ED，则O在ED上且EO=
[image: image38.wmf]3
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， 又ED=AE， 

    ∴RtΔADE中， cos∠AEO=
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解法3：如左图，作AO⊥平面BCD于O， ∵ 正四面体A-BCD， ∴ AB=AC=AD=BC=CD=BD， 

    ∴ OB=OC=OD， ∴ O为正三角形BCD中心。

    连ED， ∴ O在ED上，连OB，OC

    ∵ AO⊥平面BCD，∴ΔBOC为ΔABC在平面BCD上的射影图形。

    令二面角A-BC-D的平面角大小为
[image: image41.wmf]q

，SΔBOC，SΔABC分别表示三角形BOC，ABC的面积，则SΔBOC=SΔABC·cos
[image: image42.wmf]q
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　　又O在ED上，且ED=AE，∴ OE=
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　　又SΔABC=
[image: image45.wmf]2

1
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  　∴ cos
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例2．如图，在底面是直角梯形的四棱锥S-ABCD中，∠ABC=90(，SA⊥面ABCD，SA=AB=BC=1，AD=
[image: image54.wmf]2
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。

  （I）求四棱锥S-ABCD的体积；

[image: image104.png]


  （II）求面SCD与面SBA所成的二面角的正切值。

解：（I）直角梯形ABCD的面积是M底面=
[image: image55.wmf]2
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　　∴ 四棱锥S-ABCD的体积是

　　V=
[image: image57.wmf]3
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×SA×M底面=
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（II）解法一：延长BA、CD相交于点E，连结SE，则SE是所求二面角的棱。

　　∵ AD//BC， BC=2AD，

　　∴ EA=AB=SA， ∴ SE⊥SB，

　　∵ SA⊥面ABCD， ∴ 面SEB⊥面EBC， EB是交线，

　　又BC⊥EB， ∴ BC⊥面SEB， 故SB是CS在面SEB上的射影，∴ CS⊥SE，

　　所以 ∠BSC是所求二面角的平面角。

　　∵ SB=
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　　∴ tan∠BSC=
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　　即所求二面角的正切值为
[image: image63.wmf]2
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解法二：同解法1得棱SE， ∵ SA⊥面ABCD，∴ SA⊥CB，

    ∵ CB⊥AB，∴ CB⊥面SEB。

    作BF⊥SE于F，连结CF。

    ∴ CF⊥SE，

    ∴∠BFC是所求二面角的平面角,tan∠BFC=
[image: image64.wmf]2
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解法三：同解法1得棱SE， ∵ DA//BC， BC⊥AB，

    ∴ DA⊥AB。  ∴ SA⊥面ABCD， ∵ SA⊥DA。

    ∴ DA⊥面SEB。 作AF⊥SE于F，连结DF。

    ∴ DF⊥SE， ∴∠AFD是所求二面角的平面角,tan∠AFD=
[image: image65.wmf]2
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解法四：∵ SA⊥面ABCD， CB⊥AB，∴ CB⊥面SAB， 

[image: image108.png]


    ∵ DA//CB，∴ DA⊥面SAB。

∴ΔSAB是ΔSDC在面SAB内的射

影三角形。

    ∵ SΔSAB=
[image: image66.wmf]2
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    作DG⊥BC于G，DG=AB=1，CG=
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    ∴ DC=
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    ∴ SC=
[image: image73.wmf]3

2

2

=

+

AC

SA

。

    ∴SΔSDC=
[image: image74.wmf]4

6

3

2

2

2

1

=

´

´

。设所求二面角的大小为
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。

    cos
[image: image76.wmf]a

=
[image: image77.wmf]6

2

=

D

D

SDC

SAB

S

S

.  sec
[image: image78.wmf]a

=
[image: image79.wmf]2

6

.  tan
[image: image80.wmf]a

=
[image: image81.wmf]2

2

.

小结：1.异面直线成角的范围：(0,
[image: image82.wmf]2

p

]，异面直线成角重点是通过平移转化为平面角，最后成为解三角形问题；做异面直线成角的常用方法有：(1)直接平移；(2)中位线平移；(3)补体平移；异面直线成角问题的解题步骤：一作(图)二证(明)三指(角)四解(三角形)

2.直线和平面所成角范围：[0,
[image: image83.wmf]2

p

]，斜线和平面所成角重点是通过在斜线上找一个不同于斜足的点做面的垂线，将其转化为平面角，最后成为解直角三角形问题；做斜线和平面成角的重点：定斜线上的点在平面上的垂足，其

常用方法有：(1)利用面面垂直定垂足位置；(2)利用四面体顶点在底面上射影的特殊位置定垂足位置：如

[1]四面体的侧棱相等 
[image: image84.wmf]Û

 顶点在底面上射影是底面三角形的外心；

[2]四面体的侧棱和底面成角相等
[image: image85.wmf]Û

顶点在底面上射影是底面三角形的外心

[3]四面体的顶点在底面上射影在底面三角形内部，且顶点到底面三角形三边距离相等
[image: image86.wmf]Û

顶点在底面上射影是底面三角形的内心；

[4]四面体的顶点在底面上射影在底面三角形内部，且侧面和底面成角相等
[image: image87.wmf]Û

顶点在底面上射影是底面三角形的内心；

[5]四面体的侧棱两两垂直
[image: image88.wmf]Þ

顶点在底面上射影是底面三角形的垂心；

[6I四面体的任意对棱垂直
[image: image89.wmf]Þ

顶点在底面上射影是底面三角形的垂心；

注意：斜线和平面成角是平面内任意直线和斜线所成角中最小的，且有三余弦关系 COS
[image: image90.wmf]q

＝COS
[image: image91.wmf]q

1·COS
[image: image92.wmf]q

2
斜线和平面所成角的解题步骤：一作(图)二证(明)三指(角)四解(三角形)

3.二面角成角范围：(0,
[image: image93.wmf]p

], 二面角的三要素：两个半平面一条棱；注意无棱二面角要先补棱；二面角成角问题的重点是将其转化为平面角，最后成为解三角形问题；做二面角的平面角的常用方法：

  (1)定义法:找棱上特殊点分别在两半平面内做棱的垂线；

  (2)三垂线定理法: 重点找两半平面中一特殊点，定此点在另一面上的射影；
  (3)射影面积公式法 S射影=S原·cos
[image: image94.wmf]q

，其中
[image: image95.wmf]q

为二面角平面角大小。应用此法重点是定射影图形。

  (4)做棱的垂面。
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